COURBES SUR LES VARIETES ET LEURS ESPACES DE
MODULES—QUELQUES APPLICATIONS

par

Stéphane DRUEL

Les courbes sur une variété sont apparues ces trente dernieres années comme un outil tres
efficace pour étudier les propriétés géométriques de la variété. Ce point de vue permet par
exemple & Mori ([Mor79]) de montrer que toute variété lisse projective dont le fibré tangent
est ample est isomorphe & un espace projectif ; Mori montre au passage dans loc. cit. que toute
variété de Fano X est uniréglée, c’est-a-dire, que par tout point général x de X passe une
courbe rationnelle.

L’un des résultats les plus jolis obtenus par ces méthodes est le fait qu’il n’y ait qu'un nombre
fini de types de déformation de variétés de Fano de dimension donnée, autrement dit, qu’étant
donné un entier n > 1, il existe une variété quasi-projective 1" et un morphisme propre et lisse
U — T tels que toute variété de Fano de dimension n soit isomorphe a I'une des variétés U,
pour un point ¢t € T' convenable ([KMM92a], voir également [Cam91]| et [Nad91]).

Le premier chapitre introduit d’une part les schémas Hom(Y, X) paramétrant les morphismes
Y - X ou Y et X sont deux variétés sur un corps et d’autre part les espaces algébriques
My(Z;d) paramétrant les classes d’isomorphie de courbes stables de genre g et degré d (pour
une polarisation donnée) sur Z ol Z est une variété lisse projective sur un corps algébriquement
clos. On ne démontre pas ici Iexistence de ces structures algébriques. On étudie plutét les
déformations infinitésimales des objets considérés ; on en déduit une minoration de la dimension
des espaces de modules correspondants.

On donne dans le deuxieme chapitre quelques applications des résultats énoncés dans le
premier. On étudie pour commencer le probleme du lissage de certaines courbes tracées sur
une variété. On montre ensuite que les variétés de Fano sont uniréglées. Enfin, on donne la
démonstration de la conjecture d’Hartshorne évoquée un peu plus haut en suivant, a peu de
choses pres, les arguments de Mori.

On renvoie aux textes [BonO08] et [Wit1l0] pour un survol des principales propriétés
géométriques et arithmétiques des variétés rationnellement connexes.

Conventions.—Une variété est un schéma de type fini sur un corps. Une courbe est une variété
équidimensionnelle de dimension 1. Soient X une variété et C' C X une courbe. On dit que C est
une courbe rationnelle si C' est intégre et sa normalisée est isomorphe & P!. On appelle courbe
rationnelle paramétrée (ou simplement courbe rationnelle) sur X tout morphisme P! — X
génériquement injectif.
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PARTIE 1
COURBES SUR LES VARIETES ET LEURS ESPACES DE MODULES

1. Foncteurs (pro-)représentables

1.1. Foncteur pro-représentable. — On renvoie au trés joli texte [Ser06]. On ne considere
toutefois dans ce texte que des foncteurs pro-représentables (ou proches de I’étre). On fixe un
corps k et (0, mg) une k-algebre locale noethérienne, compléte de corps résiduel k.

On note (Art/0) la catégorie dont les objets sont les &-algebres (A, m4), locales artiniennes
de corps résiduel k avec mgpA C m4 et dont les morphismes sont les morphismes de &-algebres
locales. On note (Ens) la catégorie des ensembles.

On considére un foncteur covariant D : (Art/0) — (Ens).

Exemple 1.1. — Soit (R, mp) une O-algebre locale noethérienne, compleéte de corps résiduel
k. On note

hrso : (Art/0) — (Ens)
le foncteur Homg (R, e).

On montre que l'application qui & un morphisme de foncteurs ¢ : hgr/p — D associe
Pélément ¢ € lim D(R/m%) donné par £ := t(R/mY;)(m;) € D(R/m%) ou m; € hpjo(R/mY) =
Homg (R, R/m%,) est la projection canonique R — R/m&, induit une bijection de l’ensemble
des morphismes de foncteurs hp;s — D sur 'ensemble (h_m D(R/m%).

Définition 1.2. — On dit que le foncteur D est pro-représentable s’il existe une &-algebre
locale (R, mp) noethérienne, complete de corps résiduel k et £ € lim D(R/m%) tels que le
morphisme de foncteurs hg/, — D induit par § soit un isomorphisme; on dit alors que le
couple (R, &) pro-représente D.

Définition 1.3. — On pose kle] := k[t]/(t?) on € = . Soit D : (Art/0) — (Ens) un foncteur
covariant. On appelle espace tangent du foncteur D et on note ¢p I'ensemble D(k[e]).

Cette définition est justifiée par le résultat (facile) suivant (voir le lemme 1.12).
Lemme 1.4. — On pose klg] = k[t]/(t?) ou e = t. Soit (R,mg) une O-algebre locale
noethérienne, compléte de corps résiduel k. On a des isomorphismes de k-espaces vectoriels
Homg (R, k[e]) =~ (mp/(mgR + m%))* ~ Dérg(R, k).
On note aussi T}% . le k-espace vectoriel tr /0.

On appelle 1-extension (dans la catégorie (Art/¢)) un morphisme surjectif A’ — A de la
catégorie (Art/0) de noyau I tel que ma I = 0; I est un espace vectoriel sur A’/m4 = k. Un
morphisme de 1-extensions est un diagramme commutatif (dans la catégorie (Art/0))

A——A

|

B — B
ou A’ — A et B’ — B sont des l-extensions.
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Définition 1.5. — On dit que le foncteur D a une théorie des obstructions (k-linéaire
complete) a valeurs dans le k-espace vectoriel de dimension finie U si pour toute 1-extension
¢ : A’ — A de noyau I et tout élément a € D(A) il existe ob(p,a) € U ®; I dépendant
fonctoriellement des données ¢ : A" — A et a tel que ob(p,a) = 0 si et seulement s'il existe un
relevement de a a A’ autrement dit, si et seulement si a est dans 'image de D(A’) — D(A).

On montre facilement I'existence d’une théorie des obstructions k-linéaire complete dans le
cas pro-représentable.

Lemme 1.6 ([FM98, Lemma 5.2]). — Soit (R,mp) une O-algébre locale noethérienne,
complete de corps résiduel k.

1. On note Té/ﬁ lespace vectoriel des 1-extensions de R par k dans la catégorie des O-
algébres locales moethériennes, complétes de corps résiduel k. On choisit t1,...,tq € mp
tels que leurs classes engendrent T}%/ﬁ sur k. On a R ~ Q/J ou Q = O[[t1,...,t4]]
et J est un idéal convenable et toute 1-extension de R par k dans la catégorie des O-
algébres locales noethériennes, complétes de corps résiduel k est déduite de [’extension
0— J/mgJ — Q/mgJ — R — 0 par une unique image directe ; en particulier Té/ﬁ ~
(J/mgJ)*.

2. Le foncteur hg/o a une théorie des obstructions (k-linéaire complete) a valeurs dans
l’espace vectoriel Té/ﬁ.

3. Si le foncteur hr o a une théorie des obstructions (k-linéaire compléte) a valeurs dans
le k-espace vectoriel de dimension finie U alors il existe une application linéaire injective
U Té/ﬁ — U telle que pour toute 1-extension ¢ : A — A de noyau I et tout élément
a € hrio(A), u@ldy : Té/ﬁ QI — U @y I applique l'obstruction au reléevement de a a
A’ « calculée pour Té/ﬁ » sur l'obstruction au relévement de a a A’ « calculée pour U ».

On a en particulier dimk(Té/ﬁ) < dimg (U).

Démonstration. — On commence par démontrer la premiere assertion du lemme. On considere
une l-extention 0 — I — R’ — R — 0 avec mg/ ] = {0} et I ~ k. On considére ensuite un
relevement A : Q — R’ de @ — R. On a donc A(J) C I puis A(mgJ) C A(mg)A(J) C mp 1 =
{0} ; A définit un morphisme de -algebres Q/mgJ — R'.

Soit A + o : @ — R’ un morphisme de @-algebres (relevant Q@ — R) ol o : @ — I est un
élément de Déry(Q, I) et I est un @Q-module via A. On a J C mgQ + mQQ. D’ou

a(J) - a(mﬁ)a(Q) + a(mQ)2 Cmpl +mp I = {O}

On en déduit que I'application k-linéaire X : Q/mgJ — R’ ci-dessus ne dépend pas du choix
de A\; on a un morphisme d’extensions

0—— J/mgJ —=Q/mgJ —= R——=0

|
0 1 R’ R 0

ce qui démontre la premiere assertion.

On considére maintenant une l-extension ¢ : A — A (dans (Art/0)) de noyau I et a €
hr/e(A) ou encore un morphisme de 0-algebres locales R — A. On considere le produit fibré
A’ X 4 R et le mophisme de 1-extensions correspondant



0—=J]——A x4 R—=R——0

L

0 1 A A 0.

A tout élément non nul de I*, on associe la somme k L; (A’ x 4 R) et le morphisme d’extensions

0 1 A" x4 R R 0

]

0—=k—=kU; (A x4 R)—=R—0.
On vérifie que 'on obtient ainsi ob(p,a) € Homk(l*,T)Q(/ﬁ) ~ T)Q(/ﬁ ® I (dépendant foncto-
riellement des données ¢ : A’ — A et a) tel que ob(p,a) = 0 si et seulement s'il existe un
relevement de a & A’, autrement dit, si et seulement si a est dans 'image de D(A") — D(A).
On a donc démontré la deuxieme assertion du lemme.

On sait d’apres le lemme d’Artin-Rees que pour tout entier [ > 0, on a J N le =mg(J N

mgl) C mgJ. On fixe un tel entier [ et on suppose, ce qui est toujours possible, [ > 2. On a
donc une 1l-extension (dans (Art/0))

0— J/mgJ — Q/(mgJ +mfy) — R/mp — 0.

On identifie J/mgJ a (Té/ﬁ)* et on note m € hp/y(R/ml) la projection 7 : R — R/mly;
I'obstruction au relevement de m a Q/(mgJ + le) « calculée pour U » est un élément de
U ®p (T}%z / o))" et détermine une application k-linéaire TIQ% 7 U. 1l reste a voir qu’elle est
injective. On fixe e € Tf%/f/ ~ (J/mgJ)*. On forme ensuite la somme kI_IJ/mQJ(Q/(mQJ—leQ))
et 'extension correspondante notée encore e

0 —= J/mgJ Q/(mqJ +my)) R/mp —0
0 k kUs/mgs (Q/(mgJ + mb)) — R/ml, — 0.

On remarque d’une part que, par construction, 'obstruction au relevement de 7 & k U/,
(Q/(mgJ + le)) « calculée pour U » est I'image de e par Té/ﬁ — U et, d’autre part, que
obstruction au relevement de 7 a k Uj/m,s (Q/(mgJ + le)) « calculée pour Té/ﬁ » est

eec T}% Y. puisqu’on a un diagramme commutatif

0— J/mgJ Q/mgJ R 0
0 k kUjjmgr Q@/mqJ R 0
0 k (k |—]J/mQJ (Q/(mQ‘] + le))) ><R/mé2 R R 0

0 k kUyjmgs (Q/(mgJ +mby)) R/mly —0
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ou la fleche J/mgJ — k est donnée par e € (J/mgJ)* et les lignes sont exactes. On en déduit
I'injectivité de TI% Y U annoncée ; les autres propriétés ne sont pas difficiles a établir. U

On reprend les notations de la démonstration de la troisieme partie du lemme précédent.
Siee€ Té/ﬁ, si ot kUjmgs (Qf(mgJ + le)) — R/ml, est la 1-extension associée et enfin si
T E hR/ﬁ(R/mlR) est la projection canonique R — R/ml; alors ob(p,7) = e® 1 € Té/ﬁ ®p I
(ici I = k).

On se donne a nouveau une O-algebre locale R, noethérienne, compléte de corps résiduel
k. On peut montrer, ce n’est pas bien difficile, que pour toute l-extension A’ — A dans
(Art/0) dont le noyau I est de dimension 1 sur k, et tout morphisme R — A de O-algebres
locales, ’ensemble des relevements de R — A a A’ est un espace principal homogene sous
tr/o ~ Dérg(R,I).

Corollaire 1.7. — Soit D : (Art/0) — (Ens) un foncteur covariant pro-représentable. Soit
R une O-algebre locale noethérienne, compléte de corps résiduel k et soit § € lim D(R/m%)

tels que le couple (R,&) pro-représente D. On suppose que le foncteur D a une théorie des
obstructions (k-linéaire compléte) a valeurs dans le k-espace vectoriel de dimension finie U.
On note r := dimy(U) et d := dimg(mp/(mgR +m%))*. On a alors B ~ O|[ty,...,t4)]/J ot
J est un idéal de O|[[t1,...,tq]] engendré par au plus r éléments.

Démonstration. — On peut bien stir déduire le résultat annoncé du lemme 1.6 ci-dessus. On
peut également utiliser 'argument plus direct suivant (qui n’est finalement pas tres différent) ;
c’est 'argument habituellement utilisé dans la littérature.

On peut toujours supposer D = hp/s quitte a remplacer D par hg/s. On choisit 11,...,tq €
mp tels que leurs classes engendrent mp/(mgR + m%) sur k. On a donc R ~ O[[t1,...,t4)]/J
pour un idéal J convenable. On doit montrer que l'idéal .J est engendré par (au plus) r éléments.
On pose @ := O|[t1,...,t4]]. On a J C mzQ + mZQ. On sait d’apres le lemme d’Artin-Rees
que pour tout entier [ > 0, on a J N le =mg(J N mgl) C mgJ. On suppose, ce qui est
toujours possible, [ > 2. On pose A := R/ml, ~ Q/(J —{—le) et A =Q/(mgJ +le). On note
¢ : A — A le morphisme induit par I'isomorphisme précédent et I son noyau. On a bien sir
I=(J+ le)/(mQJ + le) ~ J/mgJ et mgl = 0, autrement dit, A" — A est une 1-extension
(dans (Art/0)). On considére alors I'application de passage au quotient R — R/mb =: A et
I'élément a € D(A) correspondant. On écrit alors

ob(p,a) = Z w®fie Uyl

1<er
ol 0b(yp, a) est 'obstruction au relevement de a & A’, (uq,...,u,) est une base de U sur k et,
pour tout i € {1,...,7}, fi € J.
On montre ensuite que J est engendré par fi, ..., f, dela facon suivante. On pose maintenant

B' .= A/(f1,..., fr) et on considere ¢ : B' — B := A de noyau I/(f1,...,fr). On sait que
Pobstruction ob(1), a) a relever a & B’ est 'image de ob(p,a) par U@l — Uk (L/(f1,---, [r))-
On a 0b(1), a) = 0 et il existe donc b’ € D(B’) relevant a € D(A) ; autrement dit, on peut relever
R — R/m% =: A en un morphisme R — B’ de 0-algcbres.

On a donc un diagramme commutatif



l\

B —=B=A
ou l'application a : R — A est la projection canonique. On a b'(mg) C mps et donc b'(mby) C
mﬂg,. On en déduit que b’ induit un morphisme de O-algebres o : A = R/m% — B’ tel que
oo =1Idy. On a donc, par le lemme 1.8, I’égalité

J+my =mgJ + (fi,...., f) +mg
d’olt
JCmgJ+ (f1,.... fr) +JNmy CmoJ + (fi,.... fr)

puisque, par choix de [, on a J N le C mgJ. On en déduit enfin que J est engendré par

fi,..., fr par le lemme de Nakayama. O

Lemme 1.8. — Soient (O, mg) un anneau local, (B,mp) une O-algébre locale telle que
mgB C mp et J C mgB +m% un idéal de B de type fini. On pose A := B/J et on note
v : B — A la projection canonique. On suppose qu’il existe un morphisme de C-algébres
locales 0 : A — B tel que poo =1d4. On a alors J = 0.

Démonstration. — Soit b € J. On écrit
b= Z 8;r; + Z tht
1<i<s 1<t<k
avec s; Emg, 7, € B, by Emp et ¢; Emp; on a
O=cop(d)= > sicop(r)+ Y oov(b)ooi(c).
1<i<s 1<k<t
On remarque ensuite que pour tout b € B on a o o ¢)(b) — b € J de sorte que
S;0 O Ib(n) —s;r; Emgd CmpJ
et
oo T,Z)(bt) oo T,Z)(Ct) — tht € mBJ.
On a donc
ogop(b) —bempJ
et finalement
J = mBJ.
On en déduit J = 0 par le lemme de Nakayama. O

Corollaire 1.9. — On reprend les hypothéses du corollaire 1.7.

1. Sir =0 alors Ualgébre R est (formellement) lisse sur 0 et dim(R) = dim(&) + d.
2. Si O est intégre alors

dim(R) > dim(0) +d —r.



8 STEPHANE DRUEL

1.2. Foncteur représentable. — On fixe un schéma S. On note (Sch/S) la catégorie des
S-schémas. On considére un foncteur contravariant F' : (Sch/S) — (Ens).

Exemple 1.10. — Soit X un S-schéma. On note
hx/s : (Sch/S) — (Ens)

le foncteur (contravariant) Homg(e, X); on note aussi X (7') 'ensemble hy,s(7) ot T' est un
S-schéma ou encore X (k) lorsque T est le spectre d’un anneau k. On appelle hy /s le foncteur
des points du S-schéma X.

On montre que l'application qui a un morphisme de foncteurs ¢ : hy,g — F associe
t(X)(Idx) € F(X) ot Idx € hx/g(X) = Homg(X, X) est application identité induit une
bijection de 'ensemble des morphismes de foncteurs hy,;g — F sur F/(X).

Définition 1.11. — On dit que le foncteur F' est représentable s’il existe un S-schéma X et
§ € F(X) tel que le morphisme de foncteurs hx,g — F induit par & soit un isomorphisme; on
dit alors que le couple (X, &) représente F'. On dit aussi parfois que le schéma X représente F'.

On peut exprimer beaucoup des propriétés d’un S-schéma X au moyen du foncteur des
points hx/g (voir par exemple [Gro61, Proposition 7.2.3] et [Gro61, Théoréme 7.2.8]). On en
donnera un autre exemple un peu plus loin dans ces notes (voir le lemme 2.6).

Lemme 1.12. — Soit k un corps. On pose kle] := k[t]/(t?) ou e = t. Soit x € X (k) ; on note
s son image dans S. Soit e ['unique point de Spec(k[e]). On a une bijection de l’espace tangent
de Zariski relatif (mgy  /(Mgg, + m?@Xx))* sur l’ensemble des S-morphismes Spec(kle]) — X
qui appliquent o sur x ou Spec(k[e]) — S est le morphisme constant Spec(kfe]) — {s} C S.

Démonstration. — La donnée d’un morphisme Spec(k[e]) — X au-dessus de S qui applique o
sur x est équivalente & la donnée d’un morphisme de Og s-algebres locales Ox , — kle] ou kle]
est une algebre sur Og; via Ogs — k(s) C k C k[e] ou encore a la donnée d’un morphisme
de Og s-algebres Ox , — kle] tel que le morphisme induit Ox , — kle] — k[e](e) s’identifie au
morphisme Ox, — Ox,/mOx, = k; on montre que deux tels morphismes different d’une
Us s~dérivation sur Oy, a valeurs dans ek C k[e] et enfin que I'ensemble desdits morphismes
est un espace principal homogene sous Homg, (Q%X,z/ﬁs,s’ Oxe/Mmeoy ). Il Teste a remarquer
que I'application de restriction

Homgy (R, /g2 k(@) = Dérgg (Ox 2, k(s)) — Homy(y (Mo, /(Mo +mp, ), k(x))

est en fait un isomorphisme. O

Remarque 1.13. — L’ensemble des S-morphismes Spec(kle]) — X qui appliquent e sur x
est en fait un ensemble pointé par le morphisme de S-schémas correspondant au morphisme
de Og s-algebres locales Ox ; — k(x) = k C kle]; il est donc muni d’une structure naturelle un
k-espace vectoriel faisant de la bijection ci-dessus un isomorphisme de k-espaces vectoriels.

Remarque 1.14. — Soit S un schéma de type fini sur un corps k et F' : (Sch/S) — (Ens)
un foncteur contravariant représentable. Soit X un S-schéma et £ € F(X) tels que le couple
(X, &) représente F'. On suppose le schéma X localement de type fini sur S. Soit x € X un
k-point au-dessus de s € S.

On note (05, my,) == (Oss, mf}s’s) le complété formel de I'anneau local (Og s, mgyg ) de S en

set (Ry,mp,) = (ﬁAX,x,m[}X ) le complété formel de I’anneau local (ﬁX,x,mﬁX@) de X en .



On note D, : (Art/0s) — (Ens) le foncteur covariant qui a tout objet A de (Art/0;) associe
I’ensemble des éléments de F'(Spec(A)) qui sont envoyés sur x € F'(Spec(k)) par F'(Spec(A)) —
F(Spec((A/m4) = k)), autrement dit, ensemble des S-morphismes de Spec(A) — X qui
envoient le point fermé de Spec(A) sur z € X. On déduit de £ un élément &, € lim D, (R, /m}; )
par -

F(X) — F(Spec(0x.2)) — F(Spec(Ox.a/mp, ,)) = F(Spec(Ry /mF,)) ;

le couple (R, &) pro-représente le foncteur D,.

On peut toujours exprimer Tllfz/ﬁs =mpg,/(mg, Ry + m%z)* a l'aide du foncteur F' d’apres
le lemme 1.12. On observera qu’on peut aussi quelquefois montrer que le foncteur hp, /g, :
(Art/0s) — (Ens) a une théorie des obstructions k-linéaire complete a valeurs dans un k-
espace vectoriel de dimension finie U a I’aide du foncteur F'. On a fait le lien avec le paragraphe
précédent.

2. Les morphismes de schémas et leurs espaces de modules

2.1. Définitions. — On cherche a paramétrer raisonnablement ’ensemble des morphismes
f:Y—=XouY et X sont des schémas donnés.

Soient X et Y deux schémas de type fini sur un schéma noethérien S, Z C X un sous-schéma
fermé et g : Z — Y un S-morphisme.

On considére maintenant le foncteur contravariant

Homg(Y, X;g) : (Sch/S) — (Ens)
défini par, pour tout S-schéma T
Homg (Y, X59)(T) :={f: Y xsT/T — X x5 T/T| fizxsr = g Xs ldr}
et, pour tout morphisme de S-schémas 7" — T,
Homg(Y, X;9)(T) — Homg(Y, X;9)(T")
f = fxrldp.

On suppose Y et X projectifs sur S. On fixe P € Q[t] et Ox(1) un fibré inversible sur X
ample sur S. On considere aussi le foncteur contravariant

Hom% (Y, X; g) : (Sch/S) — (Ens)
défini par, pour tout S-schéma T
HomZ (Y, X; 9)(T) := {f € Homg(Y, X;¢)(T) |Vt € T, Vm € Z, on ait x(Y;, f; Ox,(m)) = P(m)}
ounY; =Y xg{t}, Xy := X xg{t} et fi : Y — X; est le morphisme déduit de f par restriction
a Y. On note que Y; s’identifie & Yy ® k(t) ou Y; est la fibre de Y en I'image s de ¢t dans S. On
pose & nouveau, pour tout morphisme de S-schémas 77 — T,
Homg (Y, X;g)(T) — Homg/(Y, X;9)(T")
f = fxrldp.
On note Homg (Y, X) : (Sch/S) — (Ens) (resp. Hom% (Y, X) : (Sch/S) — (Ens)) le foncteur

obtenu en oubliant la condition de compatibilité avec g : Z7 — X.
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Remarque 2.1. — La donnée d’'un T-morphisme Y xgT — X Xg T est équivalente a la
donnée d’'un S-morphisme Y xg T — X. On notera par la suite 'un ou l'autre de ces deux
morphismes avec le méme symbole.

Le résultat suivant est essentiellment di & Grothendieck (voir [Gro95, Exposé 221] et
[Mor79, Proposition 1]).

Théoréme 2.2. — On suppose Y et Z projectifs et plats sur S et X projectif sur S.
1. Le foncteur Homg(Y, X) est représentable par un couple
(Homg (Y, X), ev)
ot Homg (Y, X) est un S-schéma localement quasi-projectif sur S et
ev:Y xgHomg(Y, X) — X

un S-morphisme appelé morphisme d’évaluation universel.
2. Le foncteur Homg(Y, X; g) est représentable par un couple
(HomS(Y> X; g)a ev|Homs(Y,X;g))

ot Homg (Y, X;g) est un sous-schéma fermé de Homg (Y, X).
3. Le foncteur Hom% (Y, X) (resp. HomE (Y, X;g)) est représentable par un sous-schéma
ouvert de Homg(Y, X) (resp. Homg (Y, X;g)) et quasi-projectif sur S.

On remarque que le morphisme d’évaluation universel est ensemblistement donné par
Y xgHomg(Y,X) — X
W, [fs) = fsly).
On note encore
ev:Y xgHomg(Y, X;9) - X

la restriction du morphisme ev au fermé Y x g Homg(Y, X;g) de Y xg Homg(Y, X). Si T est
un S-schéma et f :Y xgT — X est un S-morphisme tel que (f xgId7)zxsr = g X5 Idr il
existe donc un unique morphisme ¢ : T'— Homg(Y, X; g) tel que 'application f soit obtenue
par

Y xs T'25°Y g Homg(Y, X3 9) =% X
et qui, ensemblistement, est donné par
T — Homs(Y,X;g)
t o= [fe]

On note aussi Homg (Y, X) (ou simplement Hom(Y, X)) le schéma Homg(Y, X) lorsque S
est le spectre d’un anneau k.

Remarque 2.3. — On déduit de la « propriété universelle » du S-schéma Homg(Y, X; g) que,
pour tout s € S, la fibre de Homg (Y, X;g) — S s’identifie au schéma Homy,,)(Ys, Xs; gs)-
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Exemple 2.4. — Soient k un corps algébriquement clos et S := Spec(k). Soient V un k-espace
vectoriel de dimension finie > 2, W un k-espace vectoriel de dimension 2 et d un entier. Soit en-
fin 7' un k-schéma. On sait d’aprés [Har77, Chap. IT Theorem 7.1] qu’il revient au méme de se
donner un morphisme f7 : P(W)xT — P(V') ou de se donner un fibré inversible Ly sur P(W)x
T' et un morphisme surjectif V ® Opyyx7 — L modulo la relation d’équivalence pour laquelle
V@Opwwyxr — L1 et VR Opwyxr — L’ sont équivalents s'il existe un diagramme commuta-

tif V ® Opwyxr — L

Sk
L.
On a fr € Hom{(P(W),P(V)) si et seulement si Ly =~ prOpwy(d) ® ¢y My avec My in-
versible sur T ou pr (resp. gr) désigne la projection canonique sur P(W) (resp. T). Et,
finalement, il revient au méme de se donner fr € Hom¢(P(W),P(V)) ou de se donner un
fibré inversible Mz sur T' et un morphisme V ® S¢(W*) ® Or — Mr tel que I'application
induite V' ® Opw)xr — prOpw)(d) ® g7 M7 soit surjective (modulo la relation d’équivalence
évidente). On obtient en particulier un T-point du schéma P(V ® S%(W*)) ou encore un
morphisme T' — P(V @ S%(W*)). On vérifie sans peine que le schéma Hom¢ (P (W), P(V)) est
un ouvert convenable de P(V @ S¢(W*)).

Exemple 2.5. — On reprend les notations de ’exemple précédent. On fixe une hypersurface
X C P(V) définie par une équation homogene F' € S¢(V') (de degré e > 1). Il revient au méme
de se donner fr € Hom{(P(W), X) ou de se donner fr € Hom{(P(W),P(V)) se factorisant
a travers X C P(V), autrement dit, il revient au méme de se donner fr € Homé(P(W), X)
ou de se donner un fibré inversible My sur T et un morphisme V ®@ S4(W*) ® 07 — My tel
que 'application induite V ® Opw)xr — prOpw) (d) ® ¢Mr soit surjective et tel que la
section (constante) F @ 1r € HY(T,S¢(V) ® Or) = S¢(V) ® HY(T, Or) soit dans le noyau
de 'application H(T,S¢(V) ® Or) — H°(T,S¢(SY (W) @ My)) — H(T,SW) ® MF*))
(modulo la relation d’équivalence évidente). On en déduit que Hom¢ (P (W), X) est défini dans
Homé(P(W),P(V)) C P(V ® SYW*)) par ed 4 1 équations homogenes.

2.2. Etude infinitésimale. — On rappelle la caractérisation des morphismes lisses par
Grothendieck. On fixe un schéma S localement noethérien.

Lemme 2.6 ([sga03, Exposé 3, Théoreme 3.1]). — Soit h : X — S un morphisme locale-
ment de type fini ot X est un schéma. Alors h est lisse si et seulement si pour tout S-schéma
affine Y', tout sous-schéma ferméY de Y' défini par un idéal nilpotent, tout S-morphisme
f:Y — X et tout y €Y', il existe un voisinage ouvert U de y dans Y’ et un prolongement f'
de fiy en un S-morphisme U — X.

Soient X un espace topologique, ¢ un faisceau de groupes sur X et .7 un faisceau d’ensemble
sur lequel ¢4 opere a droite. On dit que .7 est un pseudo-torseur sous 4 si ’homomorphisme

GxT >ITXT

déduit de l'opération de ¢ sur 7 est un isomorphisme, de fagon équivalente, si pour tout
ouvert U de X, .7 (U) est ou bien vide ou bien un espace principal homogene sous le groupe
4(U). On dit que 7 est un torseur sous ¥ si 7 est un pseudo-torseur sous ¢ et si pour tout
x € X, il existe un voisinage ouvert U, de z tel que .7 (U,) soit non vide.
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Soit 7 un torseur sous ¢. On considére un recouvrement ouvert (U;);c; de X tel que
T (U;) # 0 pour tout i € I. Soit t; € T (U;). Si Uy N Uj # O alors il existe un et seul élément
9ij € g(UZ N Uj) tel que Gij (tj|UimUj) = ti\UmUj ;8i U N Uj NU, # 0 alors 9ik|U,nU;NU, =
9i3\U,n0, AU, 93k | U0, AU On obtient ainsi un 1-cocycle du recouvrement (U;);ecr & valeurs dans
. On vérifie alors facilement le résultat suivant.

Lemme 2.7. — Soient X un espace topologique et 4 un faisceau de groupes sur X. Alors
l’ensemble des classes a isomorphisme prés de torseurs sous 9 s’identifie au groupe de coho-
mologie HY(X,9). On a ainsi pour tout torseur 7 sous 4 une classe de cohomologie dans
HY(X,9) qui est triviale si et seulement si T admet une section globale.

Proposition 2.8 ([sga03, Exposé 3, Proposition 5.1]). — Soient X un schéma eth : X — S
un morphisme localement de type fini. Soient Y' un S-schéma, Y CY' un sous-schéma fermé
de Y' défini par un idéal Iy yyr sur'Y de carré nul, f Y — X un S-morphisme, Z'cY' un
sous-schéma fermé et enfing' : Z' — X un S-morphisme. Soit T (f;q") le faisceau (d’ensemble)
sur' Y’ dont les sections sur un ouvert U sont les prolongements f': U — X de Jiuny tels que
f |/UﬂZ’ = g|,UﬂZ"
1. Le faisceau T (f;g’) est de fagcon naturelle un pseudo-torseur sous le faisceau de groupes
commutatif

g = HOI’H@’Y (f*Qﬁ(/S’ fy/y/ N fz//y/).

2. Si h est lisse alors T (f;g') est méme un torseur sous 4.

Démonstration. — Supposons qu'il existe un relevement fj: Y’ — X de f tel que f6| o= qJ.
On a donc un diagramme

On cherche une bijection canonique Homg,, (f*Q}(/S,ﬂy/y/ N Igy) =~ T(f;g)Y"). 11
revient au méme de se donner un relevement [’ : Y’ — X de f tel que f"Z, = ¢ ou un S-
morphisme h = (fy, f') : V' — X x5 X tel que pyoh = fg, hyy = (f,f) et bz = (¢',9")
ou p1 : X xg X — X désigne la projection canonique sur le premier facteur et, si on note
X1 le premier voisinage infinitésimal de I'immersion diagonale Ax,g, un tel h se factorise
de facon unique en Y’ — Xy, puisque d’une part, 'idéal de définition de Y dans Y’ est de
carré nul, et d’autre part, hjy se factorise a travers Ay,g. On identifie (a laide de p1) X; au
schéma Specy (Ox @ Qﬁ( / g) ol le deuxieme terme est considéré comme un idéal de carré nul.
Le morphisme diagonal correspond alors a I’augmentation canonique O'x EBQ& /s~ Ox.On en
déduit qu’il revient au méme de se donner un tel & ou une section du Y’-schéma Y’ x x X ~
Specy (Oyr ® fé*Qﬁ(/S) qui, d’une part releve la section (Idy, (f, f)) : Y xx X1 C Y/ xx X3
de Y xx X; sur Y, laquelle correspond a 'augmentation canonique Oy @ f*Qﬁ( /s Oy
lorsqu’on a identifié Y x x X; a Specy (Oy @ f*Qﬁ(/S), et d’autre part induit par restriction a
Z' Vapplication (Idz/, (¢',¢")) : Z' — Z'x x X1, laquelle correspond & augmentation canonique
Oz @ g'*Qﬁ(/S — Oy lorsqu’on a identifié Z’' x x X1 & Specy (07 & g/*Qﬁ(/S).
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On a donc identifié ’ensemble des relévements ' : Y’ — X de f tels que f’ Vi g’ avec 'en-
semble des morphismes de Oy-algebres Oy B fé*Qﬁ( /s ™ Oy qui induisent les augmentations
canoniques par restriction & Y et Z’ ou encore avec ’ensemble des morphismes de &y-modules

Tk /5= Oy nuls sur Y U Z’/, autrement dit avec
Homﬁy, (fé*Qﬁ(/S’ fy/y/ N fZ’/Y’)-
On remarque enfin que Fy,yr N Sz yr est naturellement un Oy-module puisque
jy/y/(jy/y/ N jZ’/Y’) C j}%/y, = 0, d’ou
Homﬁy, (f(l]*QAIX/S, <,gy/y/ N jZ’/Y/) = HOI’H[}Y (f*Q,lX/S’ fy/yl N fz//yl).
On en déduit facilement la premiere assertion de la proposition; la deuxieme résulte

immédiatement de la premiere et du lemme 2.6. U

Proposition 2.9 ([Mor79, Proposition 2]). — On suppose Y et Z projectifs et plats sur
S et X projectif et lisse sur S. Soient T C T’ des S-schémas affines avec .92 = 0, f €
Homg (Y, X;9)(T) et f € Homg(Y, X;9)(T).

1. On associe a f une classe de cohomologie dans
HY(Y xs T, f*Tx/s R0y« v F2x5T)Y x5T D7 F)

(o I est naturellement un Or-module puisque #2 = 0) qui est nulle si et seulement s’il
existe un relévement f' € Homg (Y, X;g)(T") de f.
2. L’ensemble de ces relevements est ou bien vide ou bien un espace principal homogéne sous
HOY xg T, f*Tx/s 0y g1 F2x5T)Y xsT Pr I ).
Démonstration. — On utilise bien str la proposition précédente et le lemme 2.7 : il suffit de

montrer qu’on a une identification

~

IzxsT' )Y xsT' NV Iy x T/ xsT' = IZxsT)Y xsT Qg 7 -

On a une suite exacte

0 = I7x 1)y xsT NIy x T/ Y xsT' = Iy xsT)Y xsT! — Y zxsT/2x 5T — 0.

On a également des isomorphismes naturels

Oy ss1 @0, I = Iy usT/YxsT
et
ﬁZXsT’ ®ﬁT’ f = fZXsT/ZXsT/
puisque Y et Z sont plats sur S. On obtient
IzxsT )Y xsT' NV Iy xsT)Y xsT == I ZxsT' )Y x 5T Q67 I

et enfin

<%ZXST’/YvXST’ ®[7>T j = (‘]ZXST/YXST ®ﬁY><ST ﬁYXsT,) ®ﬁT f
>~ IgxsT)YxsT @67 7

puisque Z est plat sur S et .#2 = 0. O

On obtient en particulier ’énoncé suivant.
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Corollaire 2.10. — On suppose S de type fini sur un corps k, Y et Z projectifs et plats sur
S et X projectif et lisse sur S. Soient T = Spec(A’/I) C T' = Spec(A’) des S-schémas ou A’
est un anneau artinien local de corps résiduel k et ma I =0, f € Homg (Y, X;¢)(T). On note
s € S l'image du point fermé de T’ dans S.

1. L’obstruction au relévement de f € Homg (Y, X;9)(T) en f' € Homg(Y, X;g)(T") est un
élément de

HY(Y,, fiTx, ®oy, Iz, )v,) @k 1

2. L’ensemble de ces relevements est ou bien vide ou bien un espace principal homogéne sous
HO(Y,, fiTx, ®ay. F7.v,) @k L.

On déduit enfin des lemmes 1.6 et 1.12 et des corollaires 1.9 et 2.10 le principal résultat de
ce paragraphe.

Théoréme 2.11. — On suppose S de type fini sur un corps k algébriquement clos, Y et Z
projectifs et plats sur S et X projectif et lisse sur S. Soit s € S(k) et soit [f : Vs — X,| €
Homg(Y, X;9)(k).

1. L’espace tangent de Zariski relatif du S-schéma Homg (Y, X;g) en [f] est isomorphe a
HO(YT% fs*TXs ®f7>ys st/Ys)'

2. On suppose ici S intégre. La dimension de toute composante irréductible de Homg(Y, X; g)
passant par [f] est au moins

W(Ys, fiTx, @0y, I7.1v,) — ' Y, fiTx, ®oy, I7,/v.) + dim(S).

3. SihM Yy, fiTx, @0y, Iz, )y,) = 0 alors Homg (Y, X; g) est lisse sur S en [f], de dimension
relative hO(Yy, f:Tx, ®oy, I7,/v,)-

On peut remarquer que si Y est une courbe (projective) lisse sur S = Spec(k) (k
algébriquement clos) et Z est un sous-schéma fermé de longueur finie ¢(Z) alors

WY, f*Tx ®ay Iz7v) — (Y, [ Tx ®ay Izv) = XY, [*Tx ®acy I7v)
= —Ky: fy+(1—-g)—{(Z))dim(X).

On suppose toujours S = Spec(k) ou k est un corps algébriquement clos. On suppose
également Y lisse et on suppose que le morphisme f : Y — X est une immersion fermée. On
peut alors interpréter géométriquement le calcul de 'espace tangent au schéma Homg(Y, X)
en [f] de la facon suivante. On considere la suite exacte courte 0 — Ty — Txyy = Ny;x =0
et le début de la suite exacte longue associée en cohomologie

0 — H(Y,Ty) — H(Y, Tx}y) — H°(Y, Ny, x).

Le k-espace vectoriel HO(Y,Ty) est bien str l'algtbre de Lie du groupe Aut(Y) des auto-
morphismes de Y et correspond donc a l'action (infinitésimale) de Aut(Y') sur Y alors que
HO(Y, Ny/x) correspond aux déformations (infinitésimales) de Y dans X.

On conclut ce paragraphe avec le calcul de 'application tangente au morphisme d’évaluation
universel.
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Proposition 2.12. — On suppose S = Spec(k) ou k est un corps algébriqguement clos, Y et
Z projectifs sur k et X projectif et lisse sur k. Soient [f : Y — X| € Homg (Y, X;9)(k), y €Y
etz = f(y). On a

T — Ty, @ HO(Y, f*T 7 dwime
Y xHoms (Y,X39),(y,[f]) = LY,y @ (Y, ['Tx ®¢y Z/Y) - X,z

(t,s) = dyf(t)+sy).

Démonstration. — On doit bien sur reprendre le calcul effectué un peu plus haut. Soit (¢, s) €

Ty, ® HO(Y, f*Tx R, I71v) = Ty s Homs(Y,X:9), (v, ) On note aussi ¢ : Spec(kle]) — Y et

s : Spec(k[e]) — Homg(Y, X; g) les morphismes correpondants ; on note encore s 'application
s:Y Xy Spec(k[e]) ly s y x Homg(Y, X; g) — X.

On doit donc déterminer

Spec(k[e]) el TN Spec(k[e]) - X

* correspondant.

et 'élément de T'x , ~ (mﬁx’x/mzﬁx )
On reprend les notations introduites dans la démonstration de la proposition 2.8. On

considere le morphisme « constant »
s0: Y xx Spec(kle]) — Y L X.

On pose h := (sp,5) : Y Xj Spec(k[e]) — Xj. On rappelle qu’'on identifie (au moyen de la
projection canonique sur le premier facteur) X; au schéma Specy (Ox @ Q}( /k) ou le deuxieme
terme est considéré comme un idéal de carré nul. On déduit s : Y xj, Spec(kle]) — X de h en
projetant sur le deuxieme facteur. On a une deuxieme structure de O'x-algebre sur Ox ® Qﬁ( Ik
via la différentielle d : Ox — Qﬁ( Ik qui correspond a la projection canonique de X; C X x; X
sur le deuxieme facteur. On rappelle enfin que, dans la construction précédente, h est déterminé
par le morphisme d’algebres

Idg +es
x1 Y X Spec(k[e])
ﬁYXkSpec(k[s]) @ SOQX/k ﬁYXkSpeC(k[E])

s 1 spQs = (0%m)y = £ — €5z v-
On a donc

td ev(—,s)
2 (v,[fD ) 2
m[jX,z/mﬁX@ mﬁY,y/mﬁy’y

A — Sac(dx)‘) +f;[:k)‘7

autrement dit, on a bien le résultat annoncé. ]

3. Applications stables et leurs espaces de modules

3.1. Espaces algébriques. — On fixe un schéma S noethérien séparé. On rappelle que ’'on
note (Sch/S) la catégorie des S-schémas. La plupart des foncteurs contravariant F' : (Sch/S) —
(Ens) que l'on considére ne sont pas représentables; les espaces algébriques permettent de
contourner cette difficulté dans beaucoup de situations. On renvoie par exemple au texte de
Knutson [Knu71] pour tout ce qui concerne les espaces algébriques. On donnera dans le
paragraphe suivant certaines des propriétés importantes des espaces algébriques.
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3.2. Définitions. — On fixe un corps k algébriquement clos. Soit X une k-variété. On a
déja rencontré le schéma Hom(P!, X) qui parametre (sous des hypotheses convenables sur
X) les morphismes P! — X. On montrera qu’il est suffisant pour beaucoup d’applications
mais on montrera aussi que ce n’est pas toujours le cas. On s’intéresse parfois aux courbes
rationnelles C' C X et pas aux morphismes P! — X ou, ce qui revient au méme, au quotient
de Hom(Pl, X) par le groupe Aut(Pl); et enfin, méme si ce dernier existe, il n’est en général
pas propre (sur k).

On introduit dans ce paragraphe les <« espaces de modules » d’applications stables
(d’apres Kontsevich); c’est grosso modo une compactification modulaire du quotient
Hom (P!, X)/Aut(P!) dont les « points » sont des classes d’isomorphie d’applications
« stables » C'— X ou C' est une courbe nodale de genre (arithmétique) 0.

Il y a beaucoup de textes sur le sujet. On pourra consulter par exemple [KM94]|, [FP97],
[AKO03], [Par07], [BS08| et/ou [Bal08].

Définition 3.1. — Soient X une k-variété lisse projective, H un diviseur ample sur X, g et d
des entiers > 0. Soit T un k-schéma. Une courbe stable de genre g et degré d sur X paramétrée
par T est la donnée d’un couple (C, f) ou C est une courbe sur T' (c’est-a-dire un morphisme
propre et plat C — T de dimension relative 1) et f: C — X un morphisme tels que pour tout
teT

1. Cg soit une courbe nodale de genre arithmétique h'(Cz, Oc;) = g et de H-degré d et tels

que

2. C7 n’ait qu'un nombre fini d’automorphismes qui commutent avec f;.

On dit que les courbes stables (C, f) et (C’, f’) sur X sont isomorphes s’il existe un 7T-
isomorphisme ¢ : C ~ C’ tel que f’ o ¢ = f. On utilisera également la notation (Cr, fr) pour

(€, f)-

Remarque 3.2. — On peut montrer que la condition 2. ci-dessus est équivalente aux condi-
tions suivantes :
1. toute composante irréductible de C7 isomorphe a P}g@ contractée par f a au moins 3
points singuliers et
2. toute composante irréductible de C; de genre (arithmétique) 1 contractée par f a au moins
1 point singulier.

On consideére le foncteur contravariant
My(X;H,d) : (Sch/k) — (Ens)

o, pour tout k-schéma T', My(X; H,d)(T') est I'ensemble des classes d’isomorphie de courbes
stables de genre g et degré d sur X paramétrées par T', et pour morphisme de k-schémas 77 — T,
I'application M, (X; H,d)(T) — My(X;H,d)(T") est lapplication évidente; M,(X; H,d) est
un faisceau pour la topologie étale.

Théoréme 3.3. — Soient X une k-variété lisse projective, H un diviseur ample sur X, g et
d des entiers > 0. Alors My(X; H,d) est un espace algébrique propre sur k.

On peut exprimer (et on démontre!) la propreté de l'espace algébrique My(X;H,d) au
moyen du critére valuatif (voir [FP97, Proposition 5] et [FP97, Proposition 6]). Soit R un
anneau de valuation discréte de corps des fractions K et de corps résiduel k et soit (Ck, fK)
une courbe stable (de genre g et degré d) sur X paramétrée par Spec(K), alors :
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e il existe au plus une extension de (Ck, fx) & Spec(R) et,
e il existe une extention finie séparable K’ de K et une extension de (Ck, fx) & Spec(R’)
ol R est la normalisation de R dans K'.

On va maintenant donner deux conséquences importantes du théoreme 3.3. Soit (C, f) €
My(X; H,d)(k). On note D¢ 5)(X) : (Art/k) — (Ens) le foncteur covariant qui a tout objet
A de (Art/k) associe 'ensemble des éléments de My (X; H,d)(Spec(A)) qui sont envoyés sur
(C,f) € My(X;H,d)(k) par My(X; H,d)(Spec(A)) — My(X;H,d)(Spec((A/ma) = k)), ou
encore, ’ensemble des classes d’isomorphie de courbes stables de genre g et degré d sur X
paramétrées par Spec(A) dont la fibre au-dessus du point fermé est isomorphe & (C, f). Le
foncteur D¢ y) (X)) n’est pas pro-représentable en général. On montre quand méme que

1. le foncteur D¢ y) (X) a une enveloppe ([Sch68]), autrement dit, on montre qu’il existe
une k-algebre locale (R(C, £ MR, f)) noethérienne, complete de corps résiduel k et {¢ r) €
lim D¢ ) (X)(R(Qf)/mzé(c f)) tels que le morphisme de foncteurs hg, ,, — D(c,) induit

par {(c,y) soit lisse et induise une bijection de ¢ Ry SUL T Dc.py(X)» €t on montre aussi
que

2. (c,f) est algébrique, autrement dit, on montre qu'’il existe une courbe stable de genre g
et de degré d sur X paramétrée par Spec(R(C,f)) donnant . ) par

My(X; H, d)(Spec(Rcf)) — My(X; H,d)(Spec(Rc,f) /M, ;) )-

Soient F' : (Art/k) — (Ens) et G : (Art/k) — (Ens) deux foncteurs. On rappelle qu’un
morphisme F' — G est lisse si, c’est une définition, pour tout morphisme surjectif A" — A,
I'application induite F'(A") — F(A) x4y G(A') est surjective (voir le lemme 2.6).

On peut déterminer 'espace tangent tR(. s Puis estimer la dimension de R ) de fagon
analogue a ce que nous avons fait au paragraphe 2.2.

Exzemple 3.4. — On vérifie facilement que My(P"; 0p2(1),1)(k) (r > 1) est I'ensemble des
droites de P".

Ezemple 3.5. — On peut montrer que My(P?; @p2(1),2)(k) s’identifie & ’ensemble des co-
niques completes ; si (C, f) € Mo(P?,2)(k) alors C est isomorphe

1. ou bien & une conique lisse plongée dans P2,

2. ou bien & la réunion de deux droites distinctes plongées dans P2,

3. ou bien a la réunion de deux « droites » distinctes et les deux composantes de C' ont méme
image par f (cet ensemble est en bijection avec les couples formés d’une droite de P? et
d’un point sur cette droite)

4. ou bien a une « droite » et f est de degré 2 sur son image (cet ensemble est en bijection
avec les couples formés d’une droite de P? et de deux points distincts sur cette droite).

3.3. Etude infinitésimale. — On précise un peu les résultats du paragraphe précédent.
Soit (Ck, fr) € My(X; H,d)(Spec(k)). On considere le complexe

5o = ik — Qg
ou le terme Q}Jk est en degré 0.

Proposition 3.6. — Soient X une k-variété lisse projective, H un diviseur ample sur X, g
et d des entiers > 0.
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1. Soit (Cy, fr) € My(X; H,d)(Spec(k)). Les déformations au premier ordre de (Cy, fi) sont

paramétrées par
Ext, (9%, 0c, )

2. Soient T = Spec(A’/I) C T' = Spec(A’) des k-schémas ot A" est un anneau artinien local
de corps résiduel k et my I = 0. Soit (Cy, fa) € My(X; H,d)(Spec(A)). L obstruction au
relévement de (Ca, fa) € My(X; H,d)(Spec(A)) en (Car, far) € My(X; H,d)(Spec(4’))
est un élément de

Extz, (Q%,,0c,) @k 1

Lorsque fi n’est pas ramifié (en particulier, aucune des composantes de C, n’est contractée
par f), le noyau de f; Q}( —» Qlck est localement libre; son dual, le fibré normal, est noté Ny,
ou Ng, /x. De plus, le complexe Q}k est quasi-isomorphe au complexe N;Zk [—1] et le groupe
Extick(Q}k, Oc,) est isomorphe & H'™*(C, Ny,).

Soit C} une courbe projective réduite, localement intersection compléte. On considere le
foncteur

Défe, : (Art/k) — (Ens)
ol, pour toute k-algebre (A, my) locale artinienne de corps résiduel k, Défc, (A) est I'ensemble
des classes d’isomorphie de courbes Cy4 sur Spec(A) telles que la fibre au-dessus du point fermé

de Spec(A) soit isomorphe a Cj. On admet ici (on renvoie a nouveau au texte [Ser06] lorsque
le corps k est de caractéristique nulle) les résultats suivants :

1. le foncteur Défc, a une enveloppe,

2. les déformations au premier ordre de C} sont paramétrées par Extlck(Qlck, oc,)

3. les déformations infinitésimales de C} ne sont pas obstruées et enfin,

4. pour toute k-algébre A’ locale artinienne de corps résiduel k, tout idéal I de A’ tel que
my I = 0et tout Cy € Défc, (A), action naturelle de Ext};k (L .+ 0c,, )@ sur I'ensemble
des relevements de Cy & A’ est transitive.

Les points 1., 2. et 4. ne sont pas bien difficiles & démontrer mais le point 3. est plus
délicat lorsque C} est singuliere. On va décrire d’une part 'application qui a un élément de
Extlck(Qlck, O¢,) associe une déformation au premier ordre de C}, et d’autre part I'action de
Extlck(Qlck, Oc, ) QI sur Pensemble des relevements de Cy & A'.

Soit v € EthCk (Qlck, Oc,); on a donc une extension
0— Oc, - & —Qf — 0.
On considere le faisceau de groupes abéliens
ﬁcB =& ><910k ﬁck

ou la fleche 0¢, — Q}Jk est la dérivation universelle ; on munit ce faisceau d’une structure d’an-
neau en posant, pour tout ouvert U de Cy, tout e, e’ € HO(U, &) et tout f, f' € H(U, ﬁCk\U)

(eaf)'(e,7f/):(f/e+fe7ff,)

et enfin d’une structure de B algébre, en posant,

t-(e,f)=(Uww),0v) - (e, f) = (fijv(lv), 0v).

On pose maintenant Cp := Spece, (Ocy) € Défe, (B).
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Soit v ® 1 € Exték(Qlk, Oc,) @ I. Soit Ca € Défe, (A). On pose B = k[t]/(t?). Soit Cp la
déformation au premier ordre de C} définie par v. On considére le morphisme d’anneaux

Bx,A — A
(x +ty,d’) — d +iy.
On peut maintenant décrire 'action de v ® i sur C'4 : c’est 'image de
CpUc, Ca € Défe, (B xj A')
par 'application
Défe, (B xj A') — Déf¢, (A').

Démonstration de la proposition 3.6. — On suppose, pour simplifier, que f n’est pas ramifié.
On pose B := k[t]/(t?). Soit (Cp, fg) € My(X; H,d)(Spec(B)) une déformation au premier
ordre de (Ck, fx); la différentielle de fp donne un diagramme commutatif

0—— Nék/CB ~ Oc,, —> fEQﬁﬂck = frOL Q}Jk 0
|
. |
Y 1
* 1
0 Ny, QCBle Q6 0

On obtient ainsi un élément de H(Cy,, N f.)- Inversement, considérons ¢ € H(Cy, N )5 son
image u par le cobord
Home, (N}, Oc,) — Extg, (4, Oc,)
définit une déformation au premier ordre C'p de Cj. L’image de u dans Extlck (fr0%, 0c,) =
HY(Cy, J3Tx) étant nulle, on déduit du corollaire 2.10, qu’il existe un morphisme fp : Cp — X
relevant f : Cp — X. Ceci acheéve la démonstration de la premiere partie de la proposition.

Soient maintenant T' = Spec(A’/I) C T’ = Spec(A’) des k-schémas ot A’ est un anneau ar-
tinien local de corps résiduel k et ma/ I =0 et (Ca, fa) € My(X; H,d)(Spec(A)). On considere
un relevement Cyr de C4 & A’ quelconque. L’obstruction au relevement de f4 : C4 — X en
far : Cp — X est dans Hl(CA,fleX ®e, 1) = Hl(Ck,ngX) ® I d’apres le lemme 2.7 et
la proposition 2.8; on note a son image dans H!(Cy, N 1.) ®r I. La classe o ainsi obtenue ne
dépend pas du choix de C 4+ étendant C'4 puisque 'action naturelle de Exték (Q}Jk’ Oc,)®y 1 sur
I’ensemble des relevements de Cy & A’ est transitive. Supposons a = 0 dans H!(Cy,, Ny )@ 1,
autrement dit, supposons que « provienne de 3 € Ethck (Qlck, Oc,)®g 1. On peut alors trouver
un autre relevement C’y, de C4 de sorte que Pobstruction au reléevement de f4 : C4 — X en
far: C'"y — X soit nulle. Ceci termine la démonstration de la proposition. O

On déduit le résultat suivant des lemmes 1.6 et 1.12 et de la proposition précédente.

Théoréme 3.7. — Soient X wune k-variété lisse projective, g et d des entiers = 0. Soit
(Cs fre) € Myg(X; H,d)(Spec(k)). On suppose fi, non ramifié. Il eziste alors un k-schéma U,
un point fermé u € U et une courbe stable de genre g et degré d sur X paramétrée par U telle
que

L. (CUafu) = (Ckafk)7

2. l’espace tangent de Zariski a U au point u soit isomorphe a HO(Ck, Ny),

3. dim, U > x(Ck, Ny,) = —Kx « f.Ck + (dim(X) — 3)(1 — g).

Si h'(Ck, Ny,) = 0, alors U est lisse en u de dimension h°(Cg, Ny, ).
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PARTIE II
QUELQUES APPLICATIONS

4. Lissage des arbres et peignes rationnels, d’aprés Kollar, Miyaoka et Mori

On fixe un corps k algébriquement clos. Toutes nos variétés et tous nos morphismes sont
définis sur ce corps.

4.1. Morphismes libres. — 1l s’agit de certains morphismes de P! dans une variété dont
les déformations sont non-obstruées.

Définition 4.1. — Soient X une variété lisse et f : P! — X un morphisme: on écrit f*Tx ~
@?;T(X)ﬁp(ai). On dit que f est libre (resp. treés libre) si les a; sont tous positifs et que f
n’est pas constant (resp. si les a; sont tous strictement positifs).

Exemple 4.2. — Si { ~ P! C P" est une droite alors Tpryy ~ Op1(2) @ Opr(1)®"71 i
¢ ~P! C Q, c P"" est une droite contenue dans une quadrique lisse de dimension n alors
TQnM ~ Op1(2) ® ﬁpl(l)EBn—Q ® Op1.

On caractérise facilement les morphismes libres.

Proposition 4.3. — Soient X une variété lisse projective et f : P! — X un morphisme.

1. Si f est libre, Hom(PY, X) est lisse en [f] et la différentielle du morphisme d’évaluation
ev : P! x Hom(PY, X) — X est surjective en tout point de P1 x [f].

2. Si la différentielle de ev est surjective en un point de Pt x [f], le morphisme f est libre
ou constant.

Démonstration. — Si f est libre, H' (P!, f*Tx) est nul, et Hom(P!, X) est lisse en [f] d’apres
le théoreme 2.11. On rappelle que (d’apres la proposition 2.12) la différentielle du morphisme
d’évaluation est donnée par

dip,111)ev
—

IptyHom®P!, X),(p,[f]) = Lp1p ® HO(P!, f*Tx) X.a
(t,s) = dpf(t)+s(y);

pour quelle soit surjective, il faut et il suffit que I’évaluation HO(Pl7 [*Tx) — Tx le soit ou,
ce qui est équivalent, que chaque a; soit positif. O

On a montré que les déformations d’un morphisme libre passent par un point général de
la variété, et qu’inversement, en caractéristique nulle, un élément d’une famille de courbes
rationnelles qui domine la variété est libre.

Définition 4.4. — Soit X une variété de dimension n. On dit que X est uniréglée (resp.
séparablement uniréglée) s'il existe une variété T' de dimension n — 1 et une application ration-
nelle dominante (resp. séparable et dominante) P* x T --» X.

On note au passage qu’un point n’est pas une variété uniréglée. On déduit le résultat suivant
de la proposition 4.3.

Corollaire 4.5. — Soit X une variété lisse projective. Alors X est séparablement uniréglée
si et seulement s’il existe une courbe rationnelle libre sur X.



21

On montre de la méme fagon la proposition suivante.

Proposition 4.6. — Soient X une variété lisse projective et f : P! — X un morphisme.
1. Si f est trés libre, Hom(Pl,X;fHO}) est lisse en [f] et la différentielle du morphisme
d’évaluation ev : P x Hom(P!, X; figoy) — X est surjective en (oo, [f]). La différentielle
de Uévaluation P! x P! x Hom(P!, X) — X x X est surjective en (0,00, [f]).
2. Si la différentielle de ev est surjective en un point de P! x [f], le morphisme f est tres
libre.

Définition 4.7. — Soit X une variété. On dit que X est rationnellemnt connexe (resp.
séparablement rationnellement connexe) s'il existe une variété 7' et un morphisme e : P* x T —
X tel que

P! xP'xT — XxX
(p,p',t) — (e(p,t),e(®,t))

soit un morphisme dominant (resp. séparable et dominant).
On obtient également I’énoncé suivant.

Corollaire 4.8. — Soit X une variété lisse projective. Alors X est séparablement rationnel-
lement connexe si et seulement s’il existe une courbe rationnelle trés libre sur X.

Exzemple 4.9 ([Deb01]). — On suppose ici le corps k de caractétistique p > 0. On consideére
I’hypersurface de Fermat X]‘%, de degré d = p" + 1 (r > 0) donnée par I’équation

dans PV. Si N > 3 alors X]‘f, est unirationnelle, i.e., il existe une application rationnelle
dominante PV1 -—» X]‘%,; X]‘%, est en particulier rationnellement connexe. Si d > N + 1 alors
K X4 est ample et X ]C\l[ n’est donc pas séparablement rationnellement connexe.

4.2. Lissage des arbres rationnels. — On étudie dans ce paragraphe le probléme suivant.

Définition 4.10. — Soient C' une k-courbe projective connexe de composantes irréductibles
rationnelles, X une k-variété lisse projective et pq, ..., p, des points de C. On dit qu’un mor-
phisme f : C — X est lissable en fixant f(p1),..., f(p,) s’il existe une courbe lisse connexe
pointée (T, 0), une courbe projective plate C — T dont les fibres sont toutes isomorphes a P!
sauf éventuellement C,, un morphisme F' : C — X qui coincide avec f sur C et des sections
si + T — C telles que F(s;(T)) = f(p;) pour tout i € {1,...,r}. On dit que C — T est un
lissage de C.

On commence par le cas des arbres rationnels.

Définition 4.11. — On appelle arbre rationnel une courbe projective connexe C' de compo-
santes irréductibles rationnelles C1, . .., Cy,, que P'on peut numéroter de fagon que chaque Cj; 1
(1 €{1,...,m—1})) rencontre C1 U---UC; en un seul point, qui est un point double ordinaire

de C.
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On montre sans peine que H(C, 0¢) est nul si C' est arbre rationnel. On peut facilement
construire un lissage C — T' d’un arbre rationnel C' donné mais un morphisme C' — X n’est
en général pas lissable : si S et S’ sont deux surfaces lisses, ¢ : S’ — S est un morphisme
birationnel et C est une composante connexe du lieu exceptionnel de ¢ ayant au moins deux
composantes irréductibles alors on montre a l’aide du lemme de rigidité (voir lemme 6.2) que
I'inclusion C' C S’ n’est pas lissable.

Proposition 4.12. — Soient X wune variété lisse projective, C = C1 U --- U C,, un arbre
rationnel et f : C — X un morphisme.

1. On fize un point p lisse sur C. Si la restriction de f a chaque C; est libre, le morphisme
f est lissable en une courbe rationnelle libre, en laissant f(p) fize.

2. On fixze sur chaque C; un point p; lisse de C. Si la restriction de f d chaque C; est trés
libre, le morphisme f est lissable en une courbe rationnelle trés libre, en laissant les f(p;)

fizes.

Démonstration. — On commence par démontrer la premiere assertion. Soit 7 : C — T un
lissage de C' avec une section s passant par p; on note g : s(T) — X x T le morphisme
(f(p), ). Supposons avoir montré que H(C, f*Tx(—p)) est nul. On sait d’apres le théoreme
2.11 que le schéma Homy(C, X x T;g) est lisse sur T en [f] : il existe donc une courbe lisse
T" — Homyp(C, X x T;g) passant par [f] et dominant T, ce qui prouve l'existence d’un lissage
de f. On déduit des théoremes de semi-continuité des dimensions des groupes de cohomologie
que HY(Cy, f*Tx (—p')) est nul pour ¢’ € T' « proche » de [f] ot p’ = s(t') et f': Cyp — X est
le morphisme correspondant & ¢ € Homp(C, X x T;g); autrement dit, f' est un morphisme
libre. 11 suffit donc de vérifier que H'(C, f*Tx (—p)) est nul. On le démontre par récurrence sur
m. C’est facile si m = 1, supposons m > 2. On pose C' := C; U---Cyp_1, q := C' N C,,. On
peut toujours supposer p € C,, quitte a échanger les roles de C’ et C,. On a alors une suite
exacte courte
0— Oc/(—q) — Oc(—p) — Oc,,(=p) = 0

et une suite exacte en cohomologie
HY(C', fieTx (=q)) — HY(C, [*Tx (=p)) = H'(Cw, fic, Tx (=) ;

HY(C', f|*C,TX(—q)) est nul par hypotheése de récurrence et HY(C,,, f‘*CmTX(—p)) lest puisque
la restriction de f a C), est libre. On obtient ’annulation annoncée.

La démonstration de la deuxiéme assertion est analogue, une fois que 'on a vérifié que
HYC, f*Tx(—p1 - — pm)) est nul. O

4.2.1. Lissage des peignes. — On étudie maintenant le cas des peignes rationnels. On ne
suppose plus que la restriction du morphisme a la poignée est libre.

Définition 4.13. — Un peigne rationnel C' est un arbre de m + 1 courbes rationnelles lisses,
avec une composante distinguée D (la poignée) et m dents C4,...,C,, deux a deux disjointes,
chaque dent C; rencontrant D transversalement en un unique point ¢; := DNC;, i =1,...,m.

Proposition 4.14. — Soient C un peigne rationnel ¢ m dents, p1,...,p, des points de sa
poignée D lisse sur C. Soient X une variété lisse projective et f : C' — X un morphisme dont
la restriction a chaque dent de C' est libre. Il existe un entier m’ vérifiant

m' >m—Kx - fiD—(r—1)dim X — dim[f‘D] Hom(D, X; figp1,...})
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et un sous-peigne C' de C a m' dents tels que ficr soit lissable en laissant les f(p;) fives.

Démonstration. — On peut toujours supposer
m—Kx - fuD —(r —1)dim X — dim[f‘D] Hom(D, X; figp,,...p,3) >0
sinon m’ = 0 et C’ = D conviennent.

Etape 1.—On commence par construire un lissage « universel » de C. Soit C,, — D x A™
léclatement de D x A™ le long des m sous-variétés disjointes {¢q;} x {y; = 0} de codimension
2 dans D x A™ ou les y; sont des coordonnées sur A™. Soit w : C,;, — A" la projection
induite. La fibre au-dessus de 0 € A™ est le peigne C' et, plus généralement, la fibre de
7 au-dessus de y € A™ est un peigne de poignée D dont le nombre de dents est égal au
nombre des coordonnées y; nulles en y. On note également que le morphisme 7 est projectif
et plat (voir [Har77, Theorem 9.9])). On a aussi r sections s; : A™ — Cp, de 7 telles que
5;(0)=p; € DCC =n"10). Soit Vy :={y € A™ | y1 = -+ = Yy = 0} pour 1 < m/ < m;
7 Y(V;r) est la réunion de Cypy et de m — m’ copies dijointes de P' x A™.

Etape 2.—On note g : Ul_ysi(A™) — X x A™ le morphisme s;(y) — (f(pi),y). On considere
le A™-schéma p : Homam (Cp,, X x A™;g) — A™. On montre 'inégalité

dim(y) Hom(C, X5 fi1p,,...p,3) < dimpy Homam (Cpny X x A™; g)

de la fagon suivante. On sait, d’apres le théoréeme 2.11, que le membre de gauche est minoré
par
—Kx - fiC+(1—r)dimX + m.
On remarque ensuite que la fibre du morphisme de restriction

HOHI(C, X7 f\{plv---,pr}) - HOHI(D, X7 f‘{pl,...,pr})
en [fip] est [[;Z; Hom(Cy, X; fi(4,3)- On a donc

dim( s Hom(C, X fi(py,...p,})

< dimgg ) Hom(D, X figp,, . p,y) + D dimyp ) Hom(Ci, X fig.))
i=1

m

< dimmD] Hom(D, X; fip,,..p0}) + Z —Kx - f«Ci (car fic, est un morphisme libre)
=1

< m—-Kx-f,C—(r—1)dimX (d’apres ’hypothese).

On en déduit qu’il existe une courbe lisse T — Hompam (C,,, X X A™; g) passant par [f] qui
n’est pas contractée par p et un T-morphisme C,, x om T — X x T'. On peut toujours supposer
que {m’+1,...,m} est 'ensemble des indices i tels que la coordonnée y; soit nulle sur 'image
de T dans A™. On sait alors, par construction de C,, — A", que C,,, X am T est la réunion de
Cow X g T et de composantes isomorphes a P! x T : une fibre générale de C,,; X am ' =T
est un sous-peigne C’ de C a m’ dents attachées en les points ¢; pour 1 < i < m/ et Jicr est
lissable en laissant f(p1),..., f(p,) fixes. O

On appelle chaine rationnelle une courbe connexe de X dont toutes les composantes
irréductibles sont rationnelles.
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Définition 4.15. — Soit X une variété définie sur un corps algébriquement clos non
dénombrable. On dit que X est rationnellement connexe par chaines si deux points tres
généraux peuvent étre reliés par une chaine rationnelle.

On peut montrer en utilisant en particulier les deux propositions précédentes (mais c’est
plus difficile) I’énoncé suivant (voir également [Deb01] et [BonO08]).

Théoréme 4.16 ([KMM92b]). — Soient X une variété lisse projective définie sur un corps
algébriquement clos de caractéristique nulle et H un diviseur ample sur X tel que H — Kx soit
numériquement effectif. On suppose qu’il existe d € NU{+oo} tel que deuz points quelconques
de X puissent étre reliés par une chaine rationnelle de H-degré au plus d. Alors, deuzx points
quelconques de X peuvent étre reliés par une courbe rationnelle (irréductible) tres libre de
H-degré au plus 2d(dim(X) + d + 3).

5. Lissage des peignes, d’aprées Graber, Harris et Starr

On s’intéresse a nouveau au probleme du lissage des peignes rationnels; on va donner des
conditions pour que les déformations d’un peigne (rationnel) ou plus exactement de 'applica-
tion stable correspondante ne soient pas obstruées, d’apres [GHS03] (voir également [AKO03,
Theorem 27] et [Deb03]).

Soient X une variété lisse projective, D une courbe lisse et connexe et ¢ : D — X un
morphisme non ramifié. On suppose qu’il existe une courbe tres libre L — X rencontrant g(D).
On choisit des points généraux p1,...,pm sur g(D) et, pour chaque i, une courbe rationnelle
tres libre non ramifiée L; — X passant par g(p;), a direction tangente générale en p;. On forme
le peigne C,,, = DU Ly U---U L, muni d'un morphisme f,, : C,, — X non ramifié.

Proposition 5.1. — Sous les hypothéses et les notations précédentes, pour m > 0, fn, :
Crm — X se déforme en f] : Cl, — X, ou Cl, est une courbe projective et lisse qui vérifie
h(C},, Ny ) =0.

Démonstration. — Etape 1—1II existe un entier mq tel que, pour tout m > mq et tout p € D,
on ait h(D, me‘D(—p)) = 0.

On a un diagramme commutatif de suites exactes

0 —— Ny(=p) —— Nfup(=P) —— B} T, p — 0
O—>N —>Ng(—P+Pm) —>@7;1 Ng.p, > 0.

Il existe un entier mq tel que, pour tout m > my, on ait ’annulation de Hl(D, Ny(—p+Pp))
pour tout p € D, de sorte que le cobord

EB api D’Ng(_p))

est surjectif. On pose h := hl(D,Ng(—p)). On fixe pg € D. On en déduit que, posant m; =
max(mg, h), Papplication

@Tm YD, Ny(—po))
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est surjective puisque les points p; et les directions T}, , sont générales. On a donc
hl(D,mel‘D(—po)) =0 et hl(D,mel‘D(—p)) = 0 pour tout p € D sauf éventuellement
pour un nombre fini de points de D. On répete 'argument précédent et on obtient finalement
I’annulation de Hl(D,Nfml (—=p)) = 0 pour tout p € D.

La suite exacte

|D

0— me1 - me1+1|cm1 - TLm1+17pm1+1 — 0

donne 'annulation de Hl(D, Ny,., Y D(—p)) = 0 pour tout p € D; on conclut par récurrence
sur m = m;q.

E‘tape 2.—0On en déduit que pour tout m = my

1. Ny, est engendré par ses sections globales et,

2. hi(C, Ny, )=0
de la fagon suivante.

On déduit immédiatement du résultat démontré plus haut que le fibré N fm|D est engendré
par ses sections globales pour tout m > mj. Notons L,, la réunion (disjointe) des L; et P, le
diviseur p; + - - - + pyr. On note aussi hy, : L, — X la restriction de f,, & L,;.; on a une suite
exacte

m
0— Ny, — me\Lm — @TD% — 0.
=1

Comme L; — X est tres libre, on en déduit que Np,, (—F,,) est engendré par ses sections
globales et Pannulation de H!(L,,, Nj, . (—P,,)). On en déduit donc, grace a la suite exacte
précédente tensorisée par 0, (—PF,,), que le fibré N fm| 1, (—Pm) est engendré par ses sections

globales et 'annulation de H!(L,,, N fm| 1, (=Pm)). On considere pour conclure la suite exacte
0— 05, (—Pyn) — Oc,, — Op — 0
tensorisée par Ny, .

Etape 3.—Considérons la suite exacte

m
0— Ny — me\D — @Tthi — 0.

i=1
La déformation au premier ordre de (Cp, f;) correspondant & un élément de H%(Cy,, Ny,,)
lisse le point double p; de C,, si et seulement si son image dans 17, ,, n’est pas nulle; cette
condition est satisfaite par une section générale de H°(C,,, N f,.) buisque Ny, est engendré par
ses sections globales. Une déformation générale au premier ordre de f,, : Cp,, — X est lisse
et non-obstruée puisque h'(C,,, N fm) = 0. On déduit la premiere partie du résultat annoncé
du théoreme 3.7 et la seconde des théoremes de semi-continuité des dimensions des groupes de

cohomologie.
O

On retrouve (presque) un résultat d’Hartshorne et Hirschowitz.
Théoréme 5.2 ([HHS85, Corollary 4.3]). — Soient D C P3 une courbe lisse et connexe et
X=DulyU---ULy,

un peigne de poignée D dont les dents L; sont des droites. Si m > h'(D, ND/P3) + 1 alors X
est lissable.
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6. « Bend-and-Break Lemmas »

On fixe un corps algébriquement clos k. Toutes nos variétés et tous nos morphismes sont
définis sur ce corps.
On appelle « Bend-and-Break Lemma » un énoncé du type suivant.

Proposition 6.1 ([Mor79] et [MMS86]). — Soient X une variété lisse projective et H un
diviseur numériquement effectif sur X. Soient f : C — X wune courbe lisse et Z un sous-
ensemble fini C, de cardinal £(Z) > 0. On suppose

—Kx - fiC+(1—-9g(C)—4Z))dim(X) > 1.
Il existe une courbe rationnelle I' sur X rencontrant f(Z) vérifiant
H.f.C
“z)

On rappelle un énoncé du « lemme de rigidité ».

H -T2

Lemme 6.2 ([MFK94, Proposition 6.1]). — Soient S un schéma noethérien conneze, p :
Y —>Setq: X — 5 des S-schémas et f:Y — X un S-morphisme. On suppose p propre et
plat et, pour tout s € S, H'(X,, Ox.) ~ k(s). Si, pour un point s € S, f(Ys) est ensemblistement
un point, alors il existe une section n:S — 'Y telle que f =mnop.

Démonstration de la proposition 6.1. — On va démontrer 'existence d’une courbe rationnelle
I sur X rencontrant f(Z). On renvoie a [Deb01, Proposition 3.5] pour le « calcul » du nombre
d’intersection H - I.

Il suffit de traiter le cas ot Z est un point (fermé) ¢ de C. On a, d’apres le théoreme 2.11 et
I’hypothese,
Soient T — Hom(C, X; fi{e}) une courbe lisse passant par [f] et T une compactification lisse
de T'. L’application rationnelle

ev:CxT--»X

n’est pas définie en au moins un point de {c} x T : sinon, on aurait f; = fy pour tout t,t' € T
d’apres le lemme de rigidité, ce qui est absurde puisque I'image de T' dans Hom(C, X; f‘{c}) est
une courbe.

On peut éliminer les points d’indétermination de ’application rationnelle ev en éclatant
successivement des points de C' x T. On obtient un morphisme

e: S SO0xT - X

ol € est un morphisme birationnel qui n’est pas un isomorphisme. On considére un point
to € T tel que I'application rationnelle ev ne soit pas définie en (c,tg). La fibre de la projection
S — T est la réunion du transformé strict de C' x {to} et d'un 1-cycle rationnel E qui n’est pas
entidrement contracté par e et rencontre le transformé strict de {c} x T : le 1-cycle rationnel
e«FE n’est donc pas nul et son support contient le point f(c). ]

Remarque 6.3. — On peut bien sir remplacer 'hypothese —Kx - f.C + (1 — g(C) —
¢(Z))dim(X) > 1 par la condition dim[z Hom(C, X; f|z) > 1.

La proposition suivante complete naturellement la précédente.
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Proposition 6.4 ([Mor79]). — Soient X une variété lisse projective et f : P* — X une
courbe rationnelle. Si

~Kx - f,P! > dim(X) + 2
alors le 1-cycle est numériquement équivalent a un 1-cycle effectif rationnel ou bien réductible
ou bien non réduit passant par f(0) et f(o0).

Démonstration. — On a, d’apres le théoreme 2.11 et 'hypothese, dimyy Hom (P!, X; f‘{o’oo}) >
2. Le groupe des automorphismes de P! fixant 2 points est le groupe multiplicatif G,,, de di-
mension 1. Soient T — Hom(P*, X; f1{0,00}) une courbe lisse passant par [f] mais ne contenant
pas l'orbite de [f] sous G;, et T une compactification lisse de T'; 'image de l’application
rationnelle
ev: P xT--5X

est une surface. Soit S — X x T la normalisée de 'adhérence de l'image du morphisme
P'xXT - XxTCXxT.Onnoten:S— Tete:S— X les projections; 7 est plat et ses
fibres générales sont isomorphes & P'. On peut toujours supposer le 1-cycle f,P*! réduit de sorte
quil existe t € T tel que f,P! = e, 5. Il suffit de montrer, compte tenu du lemme 6.6, que 1'une
des fibres de 7 est ou bien non réduite ou bien non irréductible. Supposons que toutes les fibres
de 7 soient intégres ; on déduit alors de [Har77, Chap. III Theorem 9.9] que les fibres de 7 sont
toutes isomorphes & P!, autrement dit, que S — T est une surface géométriquement réglée.
On note Ty (resp. Tw) 'adhérence de {0} x T' (resp. {oo} x T') dans S. On a e(Ty) = f(0)
et e(T) = f(oo) par construction. On en déduit que T < 0 et T2 < 0 puisque e est
génériquement fini sur son image. On sait aussi que Ty — To linéairement équivalent a un
diviseur dont le support est réunion de fibres de = ([Har77, Chap. V Proposition 2.3]). On a

donc

0= (To—Tw)* =T+ T% — 2Ty - Ts, < 0.
On obtient la contradiction cherchée. O
Remarque 6.5. — On a encore la méme conclusion si on remplace ’hypothese —Kx - f, Pt >

dim(X) + 2 par la condition dimy Hom(P!, X; f1{0,001) = 2.

Lemme 6.6. — Soit S une surface normale et w : S — T un morphisme sur une courbe
lisse T, & fibres connexes. Si l'une des fibres de w est isomorphe a P! alors toute composante
irréductible d’une fibre de w est rationnelle (éventuellement singuliére).

Démonstration. — On déduit des théorémes de semi-continuité des dimensions des groupes
de cohomologie que pour # € T « proche » de t, m7~!(t) est une courbe rationnelle. Quitte &
remplacer T' par un revétement 7" de T' convenable on peut toujours supposer que Sk(T) ~
Pi(T). On obtient donc une application rationnelle T'x P! --» S dominante de T-variétés. On
élimine ses points d’indétermination en éclatant successivement des points réguliers de 7 x P!,
On obtient finalement un 7-morphisme S’ — S ou S’ est une surface lisse et ou toutes les
composantes des fibres de S’ — T sont rationnelles. On conclut facilement. O

Théoréme 6.7 ([MMS86]). — Soient X wune variété lisse projective, H un diviseur ample
sur X et f : C — X une courbe lisse telle que —Kx - C < 0. Soit x € f(C). Il existe une
courbe rationnelle I' sur X passant par x avec

H.-C

—Kx -
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Démonstration. — Etape 1.— On suppose k de caractéristique p > 0. On considere le mor-
phisme de Frobenius relatif C; — C'; c’est un k-morphisme de degré p et on a bien sir
g(C1) = g(C). On obtient en itérant m-fois le Frobenius relatif et en composant avec f un
morphisme f,, : Cp, — X de degré p™ deg(f) sur son image. Soit Z,, C C,, un sous-schéma

[_meX'C

Fm) - g(C)]. On a, d’apres le théoreme 2.11, 'inégalité

fermé de longueur finie z,, :=
dimiy, 1 Hom(Cy, X finz,,) = —p"Kx - C+ (1 = g(C) — 2p,) dim(X) > 0.

On déduit de la proposition 6.1 qu’il existe une courbe rationnelle I'), passant par 'un des
points de f(Z,,) avec

H- m
H-T,, < QM zzp_H.f*C.
Zm Zm
On a aussi
.p dim(X)
lim —=—"
m—+00 2, —Kx - ful
et donc, pour m > 0, on a
dim(X)
H-T,<2—————H - f.C
m <2 e I
puisque H -T',, est un entier. On sait enfin d’apres le lemme suivant que I’ensemble des points de

C par lesquels passe une courbe rationnelle de degré < 2%}] - fxC' est fermé; il coincide

donc avec C puisqu’on peut toujours ci-dessus choisir les points de Z,, en dehors d’un nombre
fini de points donnés. On a donc le résultat cherché lorsque k est de carctéristique p > 0.

Etape 2.—On suppose k de caractéristique nulle. On pose d := 2 dim(X)igf_C. On suppose

X c PV pour un entier N convenable. Soient Fi,...,F, € k[Xo,...,Xn]| des équations ho-
mogenes de X (dans PV) et soit A C k une Z-algebre de type fini telle que F; € A[Xo, ..., Xn]
pour tout i. Soit enfin X — Spec(A) le schéma projectif sur Spec(A) défini par les mémes

équations. On suppose également que « les coordonnées » homogenes de x sont dans A; on
note x4 la section de X — Spec(A) correspondante. On note au passage que A est un anneau
de Jacobson, i.e., les points fermés (de Spec(A)) sont denses.

On pose S := Spec(A). On peut toujours, quitte & remplacer S par un ouvert affine dense,
supposer X lisse sur S ([Gro65, Théoreme 6.9.1] et [Gro66, Théoreme 12.2.4]).

On considére maintenant le S-schéma quasi-projectif de type fini Hom?d(Ph, X;0 — z4)
paramétrant les morphismes de degré au plus d. Si s € S alors on sait d’une part que la fibre en s
du morphisme Hom?d(Ph, X;0 — x4) — S s’identifie au k(s)-schéma Homlf(i)(Pllﬁ(s), Xs; 05 —

) et d’autre part que le k(5)-schéma Hom % (P,lﬁ( Xs;05 — z5) ® k(5) s’identifie au k(s)-

k(s) 5)’
schéma Hom,f(dg) (P,lc(g), Xs ® k(5); 05 — x5) ou k(5) désigne une cloture algébrique de k(s). Or,
A étant une algebre de type fini sur Z, si s est un point fermé alors k(s) est un corps fini. On
déduit des résultats démontrés ci-dessus que le k(5)-schéma Hom,fé)(Pi,(g), Xs @ K(5); 05 — x3)
n’est pas vide, autrement dit, que I'image du morphisme Hom?d(Ph, X;0+— z4) — S contient
tous les points fermés de S. On sait aussi, d’apres le théoréme de Chevalley, que 'image de
ce morphisme est constructible. On en déduit finalement que le point générique de S est dans

I'image de Hom?d(P}L‘, X;0— z4) — S, ce qui est la conclusion cherchée. ]

Lemme 6.8 ([Deb01, Lemma 3.7]). — Soient X une variété lisse projective et H un diviseur
ample sur X. Soit d € N. On note Homgd(Pl,X) la k-variété quasi-projective paramétrant
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les courbes rationnelles de degré < d. Alors l'image du morphisme d’évaluation
P! x HomS¢(P!, X) — X
est fermée.
Démonstration. — C’est une conséquence facile du lemme 6.6. ]
On déduit facilement de la proposition 6.4 et du théoreme précédent le résultat suivant.

Corollaire 6.9 ([Mor79]). — Soient X une variété de Fano et v € X. Alors, il existe une
courbe rationnelle I' C X passant par x et vérifiant 0 < —Kx -I' < dim(X) + 1.

On obtient avec des arguments analogues un résultat dans une situation relative.

Proposition 6.10 ([Miy93] et [Deb01, Proposition 3.11]). — Soient X et Y des variétés
projectives et lisses et m : X — Y un morphisme surjectif et génériquement lisse. Soient
f:C — X une courbe lisse non rationnelle et ¢ un point de C. Si f(C) rencontre le lieu ot 7
est lisse et si

—Kxy - /€ = g(C)(dim(X) — dim(Y)) > 1
alors il existe un morphisme f': C — X et un 1-cycle rationnel effectif non nul Z sur X
passant par f(c) tel que

f:C=flC+ Z,n(Z)=n(f(c)) etmo f' =mof.
Ce résultat permet par exemple de démontrer ’énoncé suivant.

Théoréme 6.11 ([Miy93], [Zha96] et [Deb01, Theorem 3.12])

Soient X et'Y des variétés projectives et lisses et m: X — Y un morphisme surjectif non
constant. On suppose qu’au moins l'une des fibres de 7 est lisse. Soit H un diviseur ample sur
X. Alors, pour tout rationnel € > 0, le diviseur —Ky,y — en*H n’est pas nef.

Démonstration. — On suppose qu’il existe un rationnel € > 0 tel que le diviseur —Kx/y —em*H
soit nef. Soit f: C' — X une courbe lisse connexe non rationnelle rencontrant le lieu ou 7 est
lisse. On suppose également que f(C') n’est pas contractée par m. Soient A un diviseur ample sur
X.Onabien sir 7*H- f,C' > 0 et on peut trouver un rationnel a > 0 tel que (en*H—aA)- f.C >
0. On note au passage qu'un multiple entier convenable de —Kx/y —em*H + @A est ample et
en particulier nef.

On peut toujours supposer, quitte a réduire « modulo p » que le corps k est de caractéristique
p > 0 (en utilisant la méthode expliquée dans la démonstration du théoréme 6.7). On fixe un
entier m tel que

p"(en*H — aA) - f.C — g(C)(dim(X) — dim(Y)) > 0
de sorte que
—Kx/y fmiCm—g(C)(dim(X)—dim(Y)) > p"(er*H—aA)- f.C—g(C)(dim(X)—dim(Y)) > 0
ou la courbe f,, : C,, — X est obtenue en itérant m-fois le Frobenius relatif et en composant
avec f. Il existe donc, d’apres la proposition 6.10, un morphisme f], : Cp,, — X tel que
A-fl Con <A frn,Cet mofl =m0 fp.

On a encore

p"(en*H — aA) - fi.C — g(C)(dim(X) — dim(Y)) > 0
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car A- f] Cp < A+ [ Cp. On sait aussi que f'(C') rencontre le lieu ot 7 est lisse puisque
mo f], = mo fm. On peut donc remplacer f par f’ et recommencer. On obtient la contradiction
cherchée puisque 0 < A f/,.Cr, < A+ fi,. Crn.

]

7. Démonstration de la conjecture d’Hartshorne, d’aprés Mori

On peut maintenant démontrer le tres joli résultat suivant conjecturé par Hartshorne. On
fixe un corps k algébriquement clos.

Théoréme 7.1 ([Mor79]). — Soit X une k-variété lisse projective. Si Tx est ample alors
X ~P" ot n:=dim(X).

Démonstration. — L’idée de la démonstration est la suivante. On cherche a retrouver la
géométrie des droites dans l’espace projectif. On fixe un point x € P"; 'ensemble H, des
droites passant par x est isomorphe & P!, Soit U, la variété d’incidence associée, c’est-a-
dire,

Uy ={([¢],y) € Hy x P" |y € £} C H, x P",

et soient 7, et e, les restrictions & U, des projections sur H, et P" respectivement. La fibre
de 7, au-dessus d’un point [{] € H, s’identifie & la droite de {[¢(]} x P™ ~ P" correspondante ;
e, induit un isomorphisme de I'ouvert U, \ e;!(z) sur P™\ {2} et contracte e, (x) ~ H, sur
{z}. Le morphisme e, est en fait ’éclatement du point z dans P" et U, s’identifie & la variété
Ppn1(Opn-1 @ Opn-1(1)) au-dessus de H, ~ P L.

Etape 1.— On sait d’aprés le corollaire 6.9 que pour tout z € X il existe f : P! — X tel que
re f(PYet0<—Kx-f,Pl<n+1.
On considére un tel f: P! — X. On a

[ 'Tx ~ Opi(a1) ® -+ @ Opi(ay)

ou0 < a; < --- < ay, puisque f*I'x est ample. On a aussi Tp1 C f*Tx puisque f n’est pas
constant et donc a, > 2. On a finalement

[*Tx = Op1(2) ® Op1 (1)
et f n’est donc pas ramifié.

Etape 2.— Soit f : P! — X comme ci-dessus. On va maintenant démontrer que f est en fait
un plongement. On suppose donc que f n’est pas injectif et on fixe un point lisse = de f(P1).
On note C' C P? une cubique nodale; il existe un point lisse ¢ € C' et une factorisation de f &
travers h : C' — X telle que h(c) = .

On sait d’apres le théoreme 2.11 que

dim[h] HOHI(C,X; h\{c}) = X(C, Ty ® fc) >—-Kx-h,C—n>1

et, puisque le groupe des automorphismes de C' fixant ¢ est fini, on peut donc trouver une
courbe lisse T — Hom (P!, X; fi{0y) passant par [f] et ne contenant pas l'orbite de [f] sous le
groupe des automorphismes de P! fixant 0 telle que le f, : P! — X ne soit pas injectif pour
tout t € T'.
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Soit T une compactification lisse de T'; I'image de I’application rationnelle
ev: P xT--5X

est une surface. Soit S — X x T la normalisée de I'adhérence de I'image du morphisme
P'xXT - XxTcCXxT.Onnoter:S — T ete:S — X les projections; 7 est plat
et ses fibres générales sont isomorphes & P!'. On a aussi —Kx - f;,P' = n + 1 pour tout
t € T et toutes les fibres de 7 sont donc irréductibles et réduites ; on déduit alors de [Har77,
Chap. III Theorem 9.9] que S — T est une surface géométriquement réglée. Il existe enfin (par
construction) une section 7, C S de 7 telle que e(T}) = {z} et deux sections T1,T» C S de 7 et
un morphisme v : T — X tels que €|, = WO, pour i € {1,2}. Il suffit de montrer que 77 NT%
est non vide (ou ce qui revient au méme que 73 - T > 0) pour obtenir une contradiction : en
effet, si T1 NT5 est non vide et si t € (11 NT5) alors f; : Sy — X est ramifié en tous les points
de 71 NT5 N S;. On suppose par exemple T} # T,.. On a, d’apres [Har77, Chap. V Proposition
2.3], Ty ~ T, + Ao F ou A2 > 0 et F' désigne une fibre de 7. On a donc

T -To =T, - T, + X1, - F

et T - T > 0 sauf si Ay = 0 auquel cas Ty = T}, (puisque T2 < 0) puis e(T3) = e(T}) = {z},
ce qui absurde, comme le montre par exemple le calcul fait a la fin de la démonstration de la
proposition 6.4.

Etape 3.—Soit f : P* — X comme ci-dessus et soit z = £(0). Soit Hom"+1(P1,X;f|{0}) le
schéma paramétrant les morphismes de degré n+1 relativement & —Kx ; Hom" (P!, X; f‘{o})
est une k-variété quasi-projective lisse de dimension n + 1 d’apres les résultats de 1’étape 1 et
le théoréme 2.11. Soient M, la composante connexe de Hom" (P!, X fi{oy) passant par [f] et
evy : P x M, — X le morphisme d’évaluation. On note Y — X la variété obtenue en éclatant
le point x dans X et £ C Y le diviseur exceptionnel. On sait d’apres les résultats de 'étape
2 que pour tout f: P! — X, f(P!) est une courbe lisse. On en déduit que m, 0y = Oy (—E)
puis par la propriété universelle des éclatements (voir [Har77, Chap. IT Proposition 7.14]) qu’il

3 Y
o
evy

X

P! x M, —
On obtient en particulier un morphisme

M, — Hom(P',Y).

existe un relevement ev, de ev, a Y

Le groupe G des automorphismes de P! fixant 0 agit naturellement sur P! et M, ; ev, (resp.
€v,) est G équivariant si G agit diagonalement sur P x M, et trivialement sur X (resp. Y).

On va maintenant démontrer que €v, est lisse de dimension relative 2. On rappelle que,
d’apres la proposition 2.12, la différentielle de 'application dévaluation

P! x Hom(PY) — Y
([ — 9p)
est donnée par
TptyHom(PL,Y),(p)lg)) = LP1p P HO(P!, g Tx) — Ty g(p)
(t,s) = dpg(t) + s(p).
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On sait bien par ailleurs que toute section (locale) du fibré vectoriel Tx nulle en x s’étend
en une section (locale) sur Y de Ty. Si g : P* — Y releve f : P! — X on obtient ainsi une
inclusion HO(P!, f*Tx ® %) c H°(PL, f*Ty) identifiant HO(P!, f*Tx ® %) & I'ensemble des
sections s € HO(PL, f*Ty) telles que s(g(0)) € Tk g0) C Tyg(0); I'application précédente est
en fait la différentielle du morphisme M, — Hom(P!,Y) en [f]. On vérifie enfin facilement
que

Ty ~ 0p1(2) ® ﬁleflnfl

puisque
fTx ~ Op1(2) @ Op: (1)%" 1.

On en déduit immédiatement que la différentielle de €v,, est surjective en tout point. Siy € Y\ FE
alors €v; ! (y) est la réunion (disjointe) des G-orbites des courbes f : P! — X passant par y et
si y € F alors év;'(y) est la réunion (disjointe) des G-orbites des courbes f : P! — X ayant
la direction tangente en = correspondant a y € E ol l'on a identifié £ a P(T)*(’x). On obtient
un morphisme lisse de dimension relative 2

v, (B)={0} x My ~ M, — E~P(T%,)
[f] = P(dOf(TP17O))

Etape 4.—0On note U, la normalisée de 'adhérence de 'image du morphisme

P'xM, - ExY
(0, [f]) = (P(dof(Tp1p)):9(p))

ot g : P! = Y releve f: P! — X.

On vérifie maintenant que le morphisme induit P! x M, — U, est surjectif. Soit (T, 0) une
courbe lisse pointée, ji : T — U, C ExY un morphisme et v : T\ {o} — P! x M, un relevement
de p. Il suffit de montrer qu'il existe v/ : T — P! x M, tel que I'image de /(o) dans U, soit .
On note que le morphisme v induit, par composition avec la projection canonique sur le second
facteur, un morphisme 7'\ {0} — M. Soit S — Y x T' la normalisée de 'adhérence de 'image
du morphisme P! x (T'\ {0}) = Y xT.Onnote 7 : S — T et e : S — Y les projections;
7 est plat et ses fibres générales sont isomorphes & P!. On aussi —Kx - f;,P' = n+ 1 pour
tout ¢ € T et toutes les fibres de 7w sont donc irréductibles et réduites; on déduit alors a
nouveau de [Har77, Chap. III Theorem 9.9] que S — T est une surface géométriquement
réglée. On obtient aussi, en composant v avec la projection canonique sur le premier facteur,
un morphisme 7'\ {0} — P! et donc une section T, de w. On peut donc supposer, quitte &
remplacer T par un voisinage ouvert de o € T convenable que S ~ P! x T'. On peut également
supposer, quitte & effectuer le changement de base e~ }(E) — T, qu'il existe une section T, C S
de 7 telle que e(T,) = e(S) N E. On peut enfin en choisissant convenablement ’isomorphisme
S ~ P! x T et quitte & nouveau & remplacer T’ par un voisinage ouvert de = supposer que la
section T}, est {0} x T. On obtient ainsi (en identifiant 7, & T') un morphisme v/ : T — P! x M,
qui convient.

On remarque enfin, d’une part, que le morphisme P! x M, — U, est équidimensionnel et
donc universellement ouvert par le critere de Chevalley (voir [Gro65, Corollaire 14.4.4]) et
d’autre part, que ses fibres sont réduites puisque les fibres du morphisme P! x M, — U, — Y
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le sont : le morphisme P! x M, — U, est donc plat d’apres [Gro66, Corollaire 15.2.3]. On
déduit alors de [Gro67, Proposition 17.7.7] et de ce qui précede que le morpshime

U, —»Y

est un revétement étale. On sait aussi, par construction, que I'image de {0} x M, dans U,
coincide avec I'image inverse de E dans U,. On en déduit que U, — Y est un isomorphisme
puisque {0} x M, est connexe et E ~ P""! est simplement connexe. On déduit également de
ce qui précede que le morphisme

Uz

|

E
est lisse (et propre) de dimension relative 1 et enfin a fibres connexes (~ P!). On note H, la
copie de FE ci-dessus. On a finalement un diagramme

U,~Y ‘e

H, ~Pr!

On en particulier montré que les « quotients géométriques » (voir [MFK94]) de P! x M, et

X

M, par GG existent et s’identifient a U, et H, respectivement.
Etape 5.—0On a une suite exacte
0— Oy, — Oy, (E) — Op(E) ~ Opn-1(—1) = 0
et (en appliquant m,,) une autre suite exacte
0 = Opns — 73,0y, (E) = Opni(~1) — 0

nécessairement scindée puisque h'(P""! Opn-1(1)) = 0. On identifie ainsi U,/H, au fibré
Ppn1(Opn1 @ Opn-1(—1))/P" et E C U, & la section Opn-1 ® Opn-1(—1) = Opn-1(—1).
On a bien X ~ P". O

On démontre, avec des arguments analogues et un peu plus d’efforts, le résultat suivant dia
a Lazarsfeld.

Théoréme 7.2 (|[Laz84]). — Soit X une k-variété lisse projective et soit P" — X un mor-
phisme dominant et séparable ou n := dim(X). On a alors X ~ P".
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