
Sur la 
ompa
ti�
ation de Thurstonde l'espa
e de Tei
hmüllerFrédéri
 PaulinLe but de 
es notes d'exposés est de donner une 
onstru
tion, par la topologie deGromov équivariante introduite dans [Pau2℄, de la 
ompa
ti�
ation de Thurston de l'espa
ede Tei
hmüller Teich(S) d'une surfa
e S orientée 
onnexe 
ompa
te privée d'un nombre�ni de points.Il existe de nombreuses 
ompa
ti�
ations (géométriquement intéressantes) de l'espa
ede Tei
hmüller de S. Avant de donner en détail notre appro
he de la 
ompa
ti�
ation deThurston, nous dé
rivons, pour la 
ulture et de manière non exhaustive, les prin
ipales
ompa
ti�
ations de Teich(S), de manière briève (et don
 sans pouvoir donner toutes lesexpli
ations né
essaires, pour lesquelles nous renvoyons à la bibliographie), ainsi que leursrelations, en supposant pour simpli�er que S est 
ompa
te.
• Les 
ompa
ti�
ations de Tei
hmüller (voir [Abi, Gar, Nag℄). Il y en a une pourtoute stru
ture de surfa
e de Riemann X �xée sur S, par l'espa
e des points àl'in�ni des rayons de Tei
hmüller issus de (l'image en
ore notée X dans Teich(S) de)

X. La distan
e de Tei
hmüller est �nslérienne 
omplète sur la variété di�érentielle
Teich(S), et 
es rayons de Tei
hmüller sont les rayons géodésiques issus de X pour
ette métrique, 
e qui fournit la 
ompa
ti�
ation de Tei
hmüller de Teich(S) asso
iéeà X. Le bord s'identi�e ave
 l'espa
e Q1(X) des formes di�érentielles quadratiquesholomorphes de norme 1 sur X, qui s'identi�e à la sphère unité de l'espa
e 
otangentde Teich(S) en X.

• Les 
ompa
ti�
ations de Bers (voir par exemple [Ber, Nag, Bro, M
M℄). Il y ena une pour toute stru
ture de surfa
e de Riemann X �xée sur S, 
onstruite 
ommesuit. La surfa
e de Riemann X est isomorphe à la surfa
e de Riemann quotient
ΓX\H où H ⊂ C est le demi-plan supérieur, et ΓX un sous-groupe dis
ret sanstorsion du groupe Aut(H) ≃ PSL2(R) ⊂ PSL2(C) des automorphismes 
omplexes de
H. Pour toute autre stru
ture de surfa
e de Riemann Y sur S, soit h : X → Y unhoméomorphisme quasi-
onforme homotope à l'identité envoyant la stru
ture de Xsur 
elle de Y . Sa di�érentielle de Beltrami ∂h/∂h, qui est presque partout dé�nie,se relève en une di�érentielle de Beltrami ΓX-invariante sur H, qui étendue par 0 surla sphère de Riemann Ĉ, donne une di�érentielle de Beltrami µ sur Ĉ, qui est ΓX-invariante. Le théorème d'Ahlfors-Bers dit qu'il existe un homéomorphisme quasi-
onforme fµ : Ĉ → Ĉ, de di�érentielle de Beltrami µ, uniquement dé�ni modulo
onjugaison au but par un élément de Aut(Ĉ), qui 
onjugue ΓX à un sous-groupe(en
ore dis
ret et sans torsion) de Aut(Ĉ) ≃ PSL2(C). Ainsi l'appli
ation

Y 7→ {γ 7→ fµ ◦ γ ◦ f−1
µ }1



induit un homéomorphisme sur son image, de l'espa
e de Tei
hmüller de S, vu
omme l'espa
e quotient de l'espa
e des stru
tures de surfa
es de Riemann sur S mo-dulo l'a
tion de Diff0(S), à valeurs dans l'espa
e topologique quotient (non séparé)
Hom(ΓX ,PSL2(C))/PSL(C), dont l'image est d'adhéren
e (séparée et) 
ompa
te, 
equi fournit une 
ompa
ti�
ation de Teich(S).

• La 
ompa
ti�
ation naturelle de Thurston (voir [Thu1, FLP℄ pour la 
onstru
-tion originale, ainsi que les rappels 
i-dessous). Le bord est l'espa
e PMF(S) des
lasses d'équivalen
e de feuilletages transversalement mesurés à singularités de typeselle à k ≥ 3 bran
hes, modulo isotopies, opérations de Whitehead et multipli
ationpar une 
onstante stri
tement positive de la mesure transverse. Une propriété 
ru-
iale de la 
ompa
ti�
ation de Thurston est qu'elle est naturelle (au sens rappelé
i-dessous) pour l'a
tion du groupe modulaire de Tei
hmüller Mod(S). Voir aussi[Wol1, EL℄ pour une des
ription de 
ette 
ompa
ti�
ation par les appli
ations har-moniques, et [Wol2℄ pour la relation entre les appli
ations harmoniques et les a
tionsde groupes de π1S sur les arbres (réels). Kaimanovi
h et Mazur [KM℄ ont montréque le bord de Poisson de nombreuses 
haînes de Markov sur l'espa
e de Tei
hmüllerest le bord de Thurston muni d'une mesure de probabilité adéquate.
• La 
ompa
ti�
ation naturelle de Morgan-Shalen (voir [MS1℄). Soit X une
omposante irrrédu
tible de l'ensemble algébrique a�ne 
omplexe

Hom(π1S, SL2(C))//SL2(C) ,qui est le quotient algébro-géométrique (voir [MF℄, et [CS℄ pour une des
riptionsimple) de l'ensemble algébrique a�ne 
omplexe Hom(π1S, SL2(C)) des morphismesde groupes de π1S dans SL2(C), par l'a
tion par 
onjugaison au but de SL2(C). Pourtout γ dans π1S−{1}, l'appli
ation polynomiale de Hom(π1S, SL2(C)) dans C, dé�-nie par ρ 7→ trace ρ(γ), induit une appli
ation fγ : X → C, indépendante de la 
lassede γ dans l'ensemble C des 
lasses de 
onjugaison d'éléments non triviaux de π1S. Si
X̂ est le 
ompa
ti�é d'Alexandrov de X, alors Morgan et Shalen [MS1℄ montrent quel'appli
ation de X dans X̂×P(R+

C), dé�nie par x 7→ (x, R∗
+(log(|fγ(x)|+2))γ∈C), estun homéomorphisme sur son image, qui est ouverte dans son adhéren
e, et d'adhé-ren
e 
ompa
te. L'espa
e de Tei
hmüller de S est homéomorphe, de manière équiva-riante par Mod(S), à une 
omposante 
onnexe de l'ensemble des points réels d'une
omposante irrédu
tible X de Hom(π1S, SL2(C))//SL2(C). Morgan et Shalen ob-tiennent ainsi une 
ompa
ti�
ation naturelle de Teich(S). Il n'est pas di�
ile demontrer ave
 
ette dé�nition qu'elle est isomorphe à la 
ompa
ti�
ation de Thurs-ton. Morgan et Shalen [MS1℄ montrent aussi (en version plus élaborée) que tout pointdu bord est de la forme (∞, R∗

+(max{0,−v(fγ)})[γ]∈C) où ∞ est le point à l'in�ni de
X̂ et v : F× → R est une valuation réelle (pas for
ément dis
rète) sur le 
orps desfon
tions F de X, ainsi que de la forme

(∞, R∗
+(min

x∈T
d(x, γx))[γ]∈C)où T est un arbre (réel) muni d'une a
tion isométrique de π1S, 
onstruit à partir del'arbre de Bruhat-Tits de SL2 sur le 
orps valué (F, v). Le passage des feuilletagestransversalement mesurés sur S aux a
tions de π1S sur des arbres (réels) se fait parla notion d'arbre dual, développée dans [MO, MS2℄, voir aussi [Sko, Ota, LP℄ parexemple. 2



• La 
ompa
ti�
ation naturelle de Bestvina [Bes1℄ et de l'auteur [Pau1, Pau2℄,qui est isomorphe à 
elle de Thurston. La présentation 
i-dessous, utilisant la topo-logie de Gromov équivariante, 
orrespond à une partie non publiée de la thèse del'auteur [Pau1℄, mais il est possible de la retrouver aussi en partie dans la littératurea
tuelle (voir par exemple [Ota, Kap℄).
• La 
ompa
ti�
ation naturelle de Brum�el [Bru℄, voir aussi [Bouz℄. Elle utilise
omme 
elle de Morgan-Shalen la des
ription algébrique de l'espa
e de Tei
hmüller,ave
 de plus la théorie du spe
tre réel des anneaux 
ommutatifs. La 
ompa
ti�
ationde Thurston est l'image par une surje
tion 
ontinue, équivariante par Mod(S), de
ette 
ompa
ti�
ation.
• La 
ompa
ti�
ation naturelle de Bonahon par les 
ourants géodésiques [Bon1℄,qui est isomorphe à 
elle de Thurston. Le plongement fon
tionnel de Thurston del'espa
e de Tei
hmüller, dé
rit 
i-dessous, n'est sans doute pas le plus intéressant dupoint du vue analytique. Le plongement de Bonahon [Bon1℄ semble plus appropriéau 
al
ul in�nitésimal (voir [Bon2, Bon3℄). Ce plongement est dé�ni de la manièresuivante. Soit ∂S̃ le bord à l'in�ni de S̃ pour la métrique σ̃0, relevée par un revêtementuniversel S̃ → S d'une métrique hyperbolique �xée σ0 sur S, muni de son a
tiondu groupe de revêtement π1S. Remarquons qu'à homéomorphisme équivariant près,
et espa
e ne dépend pas de la métrique 
hoisie σ0. Notons ∂2S̃ l'espa
e topologique(métrisable séparable) lo
alement 
ompa
t des paires de points distin
ts de ∂S̃, munide l'a
tion diagonale de π1S, et

M(∂2S̃)π1Sl'espa
e ve
toriel topologique (pour la topologie vague) des mesures de Radon π1S-invariantes sur ∂2S̃. Pour tout élément σ de Teich(S), le �bré unitaire tangent dela métrique relevée (d'un représentant) de σ sur S̃, quotienté par le 
hangement designe v 7→ −v, s'envoie dans ∂2S̃ par la �bration prin
ipale, de �bre R pour l'a
tiondu �ot géodésique, qui à un ve
teur unitaire tangent asso
ie la paire d'extrémitésde la géodésique qu'il dirige. Le relevé à T 1S̃ de la mesure de Liouville de (S, σ),qui est invariant par le �ot géodésique, donne don
 un élément λσ de M(∂2S̃)π1S.Le plongement de Bonahon est l'appli
ation σ 7→ λσ de Teich(S) dans M(∂2S̃)π1S.La 
ompa
ti�
ation de Bonahon est alors obtenue en proje
ti�ant et en prenantl'adhéren
e.
• Pour des surfa
es parti
ulières, il existe d'autres 
ompa
ti�
ations bien étudiées, tellela 
ompa
ti�
ation de Maskit de Teich(S) si S est un tore privé d'un point (voirpar exemple [KS℄, ses dessins et ses référen
es).Il n'est pas 
onnu de l'auteur si deux 
ompa
ti�
ations de Tei
hmüller de Teich(S) nisi deux 
ompa
ti�
ations de Bers de Teich(S) (pour deux 
hoix de stru
tures de surfa
ede Riemann non isomorphes sur S) sont isomorphes ou non. Il est montré dans [Ker℄ (voiraussi [Mas℄) que la 
ompa
ti�
ation de Thurston n'est isomorphe à au
une 
ompa
ti�-
ation de Tei
hmüller. Certes, le bord de Tei
hmüller s'envoie 
ontinûment dans le bordde Thurston par l'appli
ation qui à une forme di�érentielle quadratique holomorphe as-so
ie son feuilletage transversalement mesuré horizontal (voir par exemple [Gar℄). Mais
ette appli
ation ne s'étend pas 
ontinûment en un isomorphisme de la 
ompa
ti�
ationde Tei
hmüller 
onsidérée sur 
elle de Thurston. Il est montré dans [KT℄ (voir aussi [Bro℄)que la 
ompa
ti�
ation de Thurston n'est pas isomorphe à au moins l'une des 
ompa
-ti�
ations de Bers (par
e que pour au moins un des plongements de Bers de l'espa
e de3



Tei
hmüller, l'a
tion du groupe modulaire ne s'étend pas au bord).+ ��������� +Après 
ette disgression, entrons dans le vif du sujet. Soit X un espa
e topologique lo-
alement 
ompa
t (respe
tivement un espa
e topologique lo
alement 
ompa
t muni d'unea
tion par homéomorphismes d'un groupe G). Une 
ompa
ti�
ation (respe
tivement 
om-pa
ti�
ation naturelle) de X est un 
ouple (i, Y ) (ou par abus Y ) où Y est un espa
e topo-logique 
ompa
t, et i : X → Y un homéomorphisme sur son image, (par lequel on identi�e
X et son image dans Y ) d'image ouverte et dense, (respe
tivement un tel 
ouple (i, Y ) telque l'a
tion de G sur X s'étende 
ontinuement en une a
tion par homéomorphismes de Gsur Y ). Deux 
ompa
ti�
ations (respe
tivement 
ompa
ti�
ations naturelles) Y, Y ′ de Xsont isomorphes si l'identité de X dans X s'étend 
ontinuement en un homéomorphisme(respe
tivement un homéomorphisme équivariant pour les a
tions de G) de Y dans Y ′.Par exemple, les 
ompa
ti�
ations d'Alexandrov et de Stone-Ce
h (voir par exemple[Dug℄) d'un espa
e lo
alement 
ompa
t X sont naturelles pour l'a
tion du groupe G detous les homéomorphismes de X. Outre sa naturalité, l'intérêt de la 
ompa
ti�
ation deThurston des espa
es de Tei
hmüller est qu'elle apporte des informations intéressantes surles dégénéres
en
es géométriques des stru
tures hyperboliques sur les surfa
es.Soit H2

R
le modèle du demi-espa
e supérieur du plan hyperbolique réel, et Isom+(H2

R
)le groupe des isométries préservant l'orientation de H2

R
. L'a
tion par homographies de

SL2(R) sur H2
R
induit un isomorphisme (de groupes de Lie) de PSL2(R) = SL2(R)/{±Id}ave
 Isom+(H2

R
), par lequel nous identi�ons PSL2(R) et Isom+(H2

R
).Soit S une surfa
e 
ompa
te (sans bord) 
onnexe orientée de 
lasse C∞ privée d'unnombre �ni de points, et de 
ara
téristique d'Euler stri
tement négative. En parti
u-lier, S admet au moins une métrique hyperbolique (i.e. métrique riemannienne à 
ourbure
onstante −1) 
omplète de volume �ni (voir par exemple [FLP, Bus℄). Notons S̃ → S unrevêtement universel de S, et π1S son groupe des automorphismes de revêtement, qui, pourun 
hoix �xé de point base dans S̃, s'identi�e au groupe fondamental de S en l'image x0de 
e point base dans S. Un élément de π1S−{1} sera dit parabolique s'il est représentablepar un la
et librement homotope dans tout voisinage de l'un des bouts de S.Notons Diff(S) le groupe des di�éomorphismes f de 
lasse C∞ de S, muni de la topolo-gie C∞ (voir par exemple [Hir℄), et Diff0(S) le sous-groupe distingué ouvert des di�éomor-phismes de S isotopes à l'identité. Tout di�éomorphisme f de S induit un isomorphismede groupes de π1(S, x0) dans π1(S, f(x0)), don
 (par 
hangement de point base, possiblepar 
onnexité) un isomorphisme f∗ : π1S → π1S bien dé�ni modulo 
onjugaison. De plus,si f est isotope à l'identité, alors f∗ : π1S → π1S est une 
onjugaison.Rappelons qu'une métrique riemannienne sur S est une se
tion C∞ du �bré, noté

⊗2T ∗S, des formes bilinéaires sur les espa
es tangents aux points de S. Notons T̃eich(S)l'ensemble des métriques hyperboliques σ sur S, 
omplètes et de volume �ni, muni dela topologie induite par la topologie C∞ sur C∞(S,⊗2T ∗S). Le groupe Diff(S) agit sur
T̃eich(S) par l'a
tion naturelle sur les 
hamps de tenseurs sur S

(f, σ) 7→
(
f∗σ : x ∈ S 7→ {(u, v) ∈ (TxS)2 7→ σf−1(x)((Txf)−1(u), (Txf)−1(v))}

)
.4



L'espa
e de Tei
hmüller Teich(S) de S est l'espa
e topologique quotient de T̃eich(S)par l'a
tion de Diff0(S). Le groupe modulaire de Tei
hmüller (ou � mapping 
lass group �)de S est le groupe dis
ret quotient
Mod(S) = Diff(S)/Diff0(S) .L'a
tion de Diff(S) sur T̃eich(S) induit une a
tion du groupe modulaire de Tei
hmüllerde S sur l'espa
e de Tei
hmüller de S. Par abus, nous noterons de la même manière unélément σ de T̃eich(S) et son image dans Teich(S), ainsi qu'un élément σ de Teich(S) etl'un de ses relevés dans T̃eich(S). Notons Diff+(S) le sous-groupe de Diff(S) préservantl'orientation et Mod+(S) = Diff+(S)/Diff0(S).Par le théorème de Cartan-Hadamard (voir par exemple [GHL℄), pour tout élément σde T̃eich(S), il existe une isométrie i préservant l'orientation entre le relevé σ̃ au revêtementuniversel orienté de S de la métrique σ et le plan hyperbolique réel H2

R
. La 
onjugaisonpar une telle isométrie i fournit une représentation �dèle et dis
rète (i.e. un morphisme degroupes inje
tif d'image dis
rète) ρ = ρσ : π1S → Isom+(H2

R
) = PSL2(R), appelée unereprésentation d'holonomie de σ, et 
ette isométrie i induit par passage au quotient uneisométrie préservant l'orientation de (S, σ) sur la variété hyperbolique quotient ρ(π1S)\H2

R
.La représentation d'holonomie ρ de σ est indépendante du 
hoix de i modulo 
onjugaisonau but par un élément de PSL2(R). De plus, ρ préserve les paraboliques, i.e. envoie unélément parabolique de π1S sur un élément parabolique de Isom+(H2

R
), 
e
i par la stru
turedes bouts des surfa
es hyperboliques de volume �ni (voir par exemple [Bus, Rat℄). Pourtout f dans Diff(S), les représentations ρf∗σ et ρσ ◦ f∗ sont 
onjuguées. En parti
ulier, si

σ et σ′ sont dans la même orbite sous Diff0(S), alors leurs représentations d'holonomiesont 
onjuguées dans PSL2(R) (
ar un di�éomorphisme isotope à l'identité induit une
onjugaison sur π1S).Considérons l'espa
e
Rfdp(π1S,PSL2(R))/PSL2(R)des orbites, pour l'a
tion par 
onjugaison au but de PSL2(R), des représentations �dèles etdis
rètes, préservant les paraboliques, de π1S dans PSL2(R). Munissons-le de la topologiequotient de la topologie de la 
onvergen
e simple. L'appli
ation (f, ρ) 7→ ρ◦f∗, pour f dans

Diff(S) et ρ : π1S → PSL2(R), induit don
 une a
tion par homéomorphismes du groupe
Mod(S) sur l'espa
e Rfdp(π1S,PSL2(R))/PSL2(R).On a une appli
ation de Teich(S) à valeurs dans 
et espa
e, qui à σ asso
ie la 
lassede 
onjugaison d'une représentation d'holonomie de σ.Proposition 1 (Voir par exemple [Gol2℄) Cette appli
ation est un homéomorphisme surl'une des deux 
omposantes 
onnexes de Rfdp(π1S,PSL2(R))/PSL2(R). Elle est équiva-riante pour l'a
tion de Mod+(S). �L'un des points de la preuve de 
ette proposition est le suivant.Lemme 2 Une limite de représentations �dèles et dis
rètes, préservant les paraboliques,de π1S dans PSL2(R) est en
ore �dèle et dis
rète, préservant les paraboliques.Preuve. Soit (ρi)i∈N une suite de telles représentations, qui 
onverge vers ρ. Nous ren-voyons par exemple à [GM℄ pour le 
ara
tère �dèle et la dis
rétude de ρ. Comme un élément5



±A de PSL2(R) est parabolique ou l'identité si et seulement si |tr A| = 2, le fait que ρpréserve les paraboliques en dé
oule par 
ontinuité de la tra
e. �Notons C l'ensemble des 
lasses de 
onjugaison des éléments non paraboliques de
π1S − {1}, qui s'identi�e ave
 l'ensemble des 
lasses d'homotopie libre de la
ets de S,homotopiquement non triviaux, et non librement homotopables dans tout voisinage d'undes bouts de S. Pour tout α dans C et tout σ dans Teich(S), on note ℓσ(α) la longueurde l'unique géodésique fermée pour σ dans la 
lasse d'homotopie libre α (voir par exemple[Bus℄ pour l'existen
e et l'uni
ité de 
ette géodésique). Don
 ℓσ(α) > 0 est égale à ladistan
e de translation

ℓσ(α) = inf
x∈H2

R

d(x, ρ(γ)x)de ρ(γ) dans H2
R
, pour ρ une représentation d'holonomie de σ et pour n'importe quel γ ∈

π1S dans la 
lasse α. Il n'est pas di�
ile de montrer que, pour tout γ dans C, l'appli
ation
σ 7→ ℓσ(α) de Teich(S) dans R est 
ontinue (un moyen rapide est d'utiliser, outre ladé�nition de la topologie de Teich(S), le lemme de fermeture d'Anosov [Ano℄, en�n uneversion très simpli�ée disant qu'une 
ourbe fermée presque géodésique est à distan
e deHausdor� petite d'une géodésique fermée, voir par exemple [BH℄).En notant R+ = [0,+∞[, on a don
 une appli
ation

ℓ : Teich(S) → R+
C − {0}

σ 7→ (ℓσ(α))α∈C .Notons π : (R+
C − {0}) → P(R+

C) =
(
R+

C − {0}
)
/ ∼ la proje
tion 
anonique pour larelation d'équivalen
e dé�nie par (xα)α ∼ (yα)α si et seulement s'il existe λ > 0 tel que

xα = λyα pour tout α. On munit l'espa
e produit R+
C de la topologie produit, et l'espa
equotient P(R+

C) de la topologie quotient. Le groupe des di�éomorphismes de S agit sur
C, par l'appli
ation qui à (f, α) ∈ Diff(S) × C asso
ie la 
lasse d'homotopie libre de f(γ)pour n'importe quel la
et γ dans la 
lasse d'homotopie libre α, et l'a
tion de Diff0(S) esttriviale. Par 
onséquent Mod(S) agit sur C, don
 agit par homéomorphismes sur R+

C parpermutation des 
oordonnées, et don
 agit par homéomorphismes sur P(R+
C) par passageau quotient.Théorème 3 (W. Thurston [Thu1℄) L'appli
ation π ◦ ℓ : Teich(S) → P(R+

C) est unhoméomorphisme sur son image, qui est relativement 
ompa
te, et ouverte dans son adhé-ren
e. Elle est équivariante pour les a
tions de Mod(S).Ainsi, le 
ouple (π ◦ ℓ, π ◦ ℓ(Teich(S)) ) est une 
ompa
ti�
ation de Teich(S), appeléela 
ompa
ti�
ation de Thurston de l'espa
e de Tei
hmüller, qui est naturelle pour l'a
tionde Mod(S).Dans 
et énon
é, nous pourrions rempla
er l'ensemble C par l'ensemble des 
lasses d'ho-motopie libre de la
ets simples, non homotopes à 0, ni homotopables dans tout voisinaged'un point enlevé de S, 
omme dans [FLP℄, ou par l'ensemble de toutes les 
lasses de
onjugaison non triviales de π1S, i.e. de toutes les 
lasses d'homotopie libre de la
ets nonhomotopes à 0. Les résultats de [FLP℄ impliquent les deux autres versions dans 
e qui suit.Preuve du théorème 3. Nous n'utiliserons pas l'appro
he originale de Thurston [Thu1℄exposée 
omplètement dans [FLP℄, mais 
elle de [Bes1, Pau1, Pau2℄, aussi présentée sousune forme un peu di�érente dans [Ota℄. Voir [Par℄ pour de profondes généralisations.6



Nous admettrons (voir par exemple [FLP, Bus℄) 
e qui 
on
erne la des
ription internede l'espa
e de Tei
hmüller, résumé dans le fait suivant.Théorème 4 Il existe un nombre �ni γ1, . . . , γN d'éléments de C (que l'on peut même
hoisir représentables par des la
ets simples) tels que l'appli
ation Teich(S) → R+
N dé�niepar

σ 7→ (ℓσ(γ1), . . . , ℓσ(γN ))soit 
ontinue, inje
tive, propre, don
 un homéomorphisme sur son image. En parti
ulier,
Teich(S) est métrisable, séparable, et lo
alement 
ompa
t. De plus Teich(S) est homéo-morphe à R6g−6+2b si g est le genre de S et b le nombre de points enlevés de S. �En parti
ulier, l'appli
ation 
ontinue ℓ : Teich(S) → R+

C−{0} est un homéomorphismepropre sur son image.Proposition 5 L'appli
ation π ◦ ℓ : Teich(S) → P(R+
C) est un homéomorphisme sur sonimage, équivariant pour les a
tions de Mod(S).Preuve. (Voir [FLP, exposé 7℄.) Pour montrer l'inje
tivité de π◦ℓ, supposons par l'absurdequ'il existe des éléments σ et σ′ dans Teich(S) et t > 1 tels que ℓσ′ = tℓσ. Soient a, bdans π1S tels que ρσ(a), ρσ(b), ρσ(ab), ρσ(a−1b) soient des éléments hyperboliques, ave


ρσ(a), ρσ(b) d'axes de translation (transversalement) sé
ants, et tels que ρσ(a), ρσ(b) serelèvent en des matri
es A,B de SL2(R) telles que les tra
es tr(A), tr(B), tr(AB), tr(A−1B)soient stri
tement positives, et de même en remplaçant σ par σ′.Ce
i est possible pour σ, par exemple en �xant a d'image par ρσ hyperbolique, et enprenant pour b une puissan
e N su�samment grande d'un élément de π1S d'image par ρσhyperbolique, dont le point attra
tif de l'image par ρσ soit dans un voisinage U+ su�sam-ment petit de 
elui de a, et le point �xe répulsif soit dans un voisinage U− su�sammentpetit, et du bon 
�té, de 
elui de a. Ce
i est possible par densité des 
ouples de points�xes d'éléments hyperboliques de ρσ(π1S) dans l'ensemble des 
ouples de points du bordà l'in�ni de H2
R
(voir par exemple [Gro℄ dans un 
adre bien plus général). Rappelons queles a
tions de ρσ(π1S) et ρσ′(π1S) sur le 
er
le à l'in�ni S1

∞ de H2
R
sont 
onjuguées, parl'extension 
ontinue à l'in�ni du relevé à H2

R
de l'appli
ation identité de S dans S par lesrevêtements universels riemanniens H2

R
→ (S, σ) et H2

R
→ (S, σ′) (voir par exemple [ET℄pour une preuve de 
ette extension y 
ompris en dimension supérieure, souvent faussementattribuée à Mostow qui s'en sert dans [Mos℄, et qui dans le 
as de H2

R
devait être déjà
onnue). Don
 en 
hoisissant N su�samment grand et U+, U− su�samment petits, onobtient bien les mêmes propriétés pour σ′.Lemme 6 La distan
e de translation ℓ(A) dans H2

R
d'un élément hyperbolique A de SL2(R)véri�e

cosh
ℓ(A)

2
=

∣∣∣∣
tr(A)

2

∣∣∣∣ .Si A et B sont deux éléments de SL2(R), alors
tr(AB) + tr(A−1B) = tr(A)tr(B) .7



Preuve. Le premier résultat dé
oule du fait que A est 
onjuguée à une matri
e de la forme
±

(
λ 0
0 λ−1

) où λ > 1, et que la distan
e de translation de 
ette matri
e vaut 2 log λ(par uni
ité d'une géodésique translatée, son axe de translation est l'axe verti
al).Pour montrer le se
ond résultat, le théorème de Cayley-Hamilton implique que
A2 − tr(A)A + Id = 0 ,don
 A + A−1 = tr(A)Id, d'où le résultat en multipliant par B à droite et en prenant latra
e. �Maintenant, 
omme ℓσ′ = tℓσ, en notant ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4 la distan
e de translation de

ρσ(a), ρσ(b), ρσ(ab), ρσ(a−1b) respe
tivement, on déduit du lemme pré
édent que
cosh(

ℓ3

2
) + cosh(

ℓ4

2
) = 2 cosh(

ℓ1

2
) cosh(

ℓ2

2
) = cosh(

ℓ1 + ℓ2

2
) + cosh(

ℓ1 − ℓ2

2
) .Le fait suivant est laissé en exer
i
e au le
teur.Lemme 7 Soient u, v,w, x, t des nombres réels stri
tement positifs, ave
 t > 1, tels que

cosh u + cosh v = cosh w + cosh x, cosh tu + cosh tv = cosh tw + cosh tx .Alors {u, v} = {w, x}. �Maintenant, on aurait, quitte à é
hanger ab et a−1b, l'égalité ℓ3 = ℓ1 + ℓ2. Comme lesaxes de translation (des images par ρσ) de a et de b se 
oupent (transversalement), 
e
i
ontredit la minimalité de la distan
e de translation ℓ3. L'inje
tivité de π ◦ ℓ en dé
oule.Supposons qu'il existe une suite (σi)i∈N dans Teich(S), un élément σ dans Teich(S) etune suite de réels stri
tement positifs (ti)i∈N, tels que tiℓσi

onverge vers ℓσ dans R+

C . Si
(ti)i∈N 
onvergeait vers +∞, alors par la propreté dans le théorème 4, quitte à extraire,la suite (σi)i∈N 
onvergerait vers un élément σ′ de Teich(S) tel que ℓσ′ = 0, 
e qui estimpossible. Don
 quitte à extraire, ti 
onverge vers t ≥ 0. Soit s la borne inférieure des
ℓσ(α) pour α dans C, qui est stri
tement positive, par le lemme de Zassenhauss, voir parexemple [Rag℄, (le lemme de Zassenhauss n'est qu'un 
as très parti
ulier (et antérieur)pour les espa
es lo
alement symétriques du lemme de Margulis, voir par exemple [BK℄).Comme le volume de σi est 
onstant (égal à 2π|χ(S)|), la borne inférieure des ℓσi

(α) pour
α dans C est majorée uniformément en i, don
 t > 0. Par 
onséquent, la suite (ℓσi

)i∈N
onverge vers 1
t
ℓσ. Par la propreté dans le théorème 4, quitte à extraire, (σi)i∈N 
onvergevers un élément σ′ dans Teich(S). Par 
ontinuité, nous avons ℓσ′ = 1

t
ℓσ. Par l'inje
tivitémontrée 
i-dessus, nous avons t = 1, et (σi)i∈N 
onverge vers σ′ = σ.Ce
i implique que l'appli
ation 
ontinue inje
tive π ◦ ℓ est un homéomorphisme sur sonimage. La naturalité est évidente. �Soit Γ un groupe, et E un ensemble d'espa
es métriques munis d'une a
tion isométriquede Γ. Pour tout X dans E , pour toute partie �nie K de X, pour tout ǫ > 0 et toute partie�nie P de Γ, notons Vǫ,P,K(X) l'ensemble des éléments X ′ de E tels qu'il existe une partie�nie K ′ de X ′, et une relation R ⊂ K × K ′, dont les deux proje
tions sur K et K ′ sontsurje
tives, telles que

∀ x, y ∈ K, ∀ x′, y′ ∈ K ′, ∀ γ ∈ P, si xRx′ et yR y′ alors |d(x, γy) − d(x′, γy′)| < ǫ .8



La topologie de Gromov équivariante sur E est la topologie sur E (qui existe, voir [Pau2℄)dont l'ensemble des Vǫ,P,K(X) est un système fondamental de voisinages de X, pour tout
X dans E .Par exemple, l'ensemble T̃eich(S) s'identi�e, par l'appli
ation de relèvement σ 7→ σ̃,à l'ensemble des métriques hyperboliques 
omplètes sur le revêtement universel S̃ de S,invariantes par l'a
tion du groupe de revêtement π1S, telles que tout élément paraboliquede π1S agisse par une isométrie parabolique sur S̃.Proposition 8 (F. Paulin [Pau2, Prop. 6.2℄) La topologie quotient sur Teich(S) de latopologie de Gromov sur T̃eich(S) 
oïn
ide ave
 la topologie usuelle de Teich(S).Preuve. Il est immédiat que la topologie de Gromov équivariante quotient est moins �neque la topologie usuelle. En e�et, supposons que deux métriques hyperboliques 
omplètesde volume �ni sur S soient pro
hes. Alors elles ont des voisinages de bouts pro
hes quisont isométriques, par la stru
ture des bouts des surfa
es hyperboliques. Et sur le 
ompa
trestant, les distan
es riemanniennes sont pro
hes. Par passage au revêtement universel,on montre bien que pour toute partie �nie K de S̃, pour toute partie �nie P de π1S ettout ǫ > 0, si σ′ est su�samment pro
he de σ dans Teich(S), alors (S̃, σ̃′) appartient à
Vǫ,P,K((S̃, σ̃)).Ré
iproquement, montrons que pour tout ǫ > 0 et tout α dans C, si (S̃, σ̃′) est su�sam-ment pro
he de (S̃, σ̃) pour la topologie de Gromov équivariante, alors |ℓσ′(α)−ℓσ(α)| < ǫ.Comme ℓ : Teich(S) → R+

C −{0} est un homéomorphisme sur son image, 
e
i montrera lerésultat. En e�et, soit γ ∈ π1S un représentant de α, et x un point de l'axe de translationde ρσ(γ). Posons K = {x} et P = {γ, γ2}. Si (S̃, σ̃′) appartient à Vη,P,K((S̃, σ̃)), alors ilexiste un point x′ de S̃ tel que, en notant deσ′ la distan
e de la variété riemanienne (S̃, σ̃′),on ait
|deσ′(x′, γx′) − ℓσ(α)| < ηet

|deσ′(x′, γx′) + deσ′(γx′, γ2x′) − deσ′(x′, γ2x′)| < 3η .Par de petites estimées de géométrie hyperbolique (en fait valable dans n'importe quelespa
e métrique CAT(−1), 
omme les arbres (réels) dé�nis 
i-dessous, voir par exemple[BH℄), un 
hemin géodésique par mor
eaux, dont la longueur totale est pro
he (par rapportà la longueur des mor
eaux) de la distan
e entre ses extrémités, est pro
he de la géodé-sique entre ses extrémités. Ce
i implique en itérant par γ que le 
hemin géodésique parmor
eaux c =
⋃

n∈Z
[γnx′, γn+1x′] a ses deux points à l'in�ni distin
ts, et est pro
he de lagéodésique c entre 
es deux points. Comme c est invariante par γ, il en est de même de c.Ce
i implique (ainsi que dans n'importe quel espa
e métrique CAT(−1), 
omme les arbres(réels)), lorsque η est assez petit, que ρeσ′(γ) est hyperbolique, que le point x′ est pro
he del'axe de translation de ρeσ′(γ), et don
 que la distan
e de translation de ρeσ′(γ) est pro
hede 
elle de ρeσ(γ). �Le résultat 
lef dans l'étude des dégénéres
en
es de stru
tures hyperboliques sur lessurfa
es est le théorème 9 suivant, voir [Bes1, Pau2℄. La preuve de 
e théorème est es-sentiellement tirée de [Pau4℄ (qui donne un résultat bien plus général pour des a
tionsproprement dis
ontinues de groupes de type �ni sur des espa
es symétriques de type non
ompa
t). Donnons d'abord quelques dé�nitions.9



Un arbre (réel) est un espa
e métrique T géodésique (i.e. pour tous x, y dans T , il existeune isométrie (appelée, ainsi que son image, un segment géodésique entre x et y) [a, b] → Tenvoyant a sur x et b sur y), et 0-hyperbolique (i.e. pour tous x, y, z dans T , pour tousles segment géodésiques [x, y], [y, z], [x, z] entre respe
tivement x et y, y et z, x et z, lesegment [x, y] est 
ontenu dans la réunion [y, z] ∪ [x, z]).Rappelons (voir par exemple [Tit℄) que dans un arbre (réel) T , toute isométrie g ou bienadmet un point �xe (et on dit que g est elliptique dans T ) ou bien T possède une uniquedroite géodésique (appelée l'axe de translation de g) sur laquelle g agit par translation dedistan
e ℓT (g) = min{d(x, gx) : x ∈ T} > 0 (appelée la distan
e de translation de g dans
T ). Cet axe de translation est 
onstruit ainsi : pour tout x dans T , les segments [x, gx] et
[gx, g2x] se ren
ontrent en un segment [gx, gu] pour u ∈ [x, gx] par 0-hyperboli
ité, et l'axede translation est alors la réunion des segments d'intérieurs disjoints [gku, gk+1u]. Touteisométrie de T 
onjuguée à g possède la même distan
e de translation que g.Une a
tion de π1S sur un arbre (réel) T est dite à petits stabilisateurs d'arête si 
'est unea
tion isométrique, sans point �xe global, dont les �xateurs des segments géodésiques nonréduits à un point sont triviaux ou in�nis 
y
liques, et telle que tout élément paraboliquede π1S agisse par une isométrie elliptique sur T . Ce
i est une dé�nition adaptée à la 
lassedes groupes (munis d'une 
lasse de sous-groupes) que nous 
onsidérons.Voir par exemple [BT, Tit, MS1, MS2, Sha1, Sha2, Mor, Bes2, Pau5, Chi, FJ℄ pourplus d'informations sur les arbres (réels).Pour X un espa
e métrique de distan
e d, et ǫ > 0, notons ǫX l'espa
e métrique (X, ǫd).Théorème 9 Soit (σi)i∈N une suite dans Teich(S). Alors, quitte à extraire, ou bien (σi)i∈N
onverge vers un élément σ de Teich(S), ou bien il existe une suite (ǫi)i∈N de nombresréels stri
tement positifs tendant vers 0, et un arbre (réel) T muni d'une a
tion à petitsstabilisateurs d'arête, de π1S, tels que la suite (ǫiH

2
R
, ρσi

) 
onverge vers T pour la topologiede Gromov équivariante.Preuve. Soit {s1, . . . , sp} une partie génératri
e �nie de π1S.Lemme 10 (Voir [Bes1℄) Soit ρ : π1S → PSL2(R) une représentation �dèle et dis
rète.Alors il existe un point x de H2
R
qui minimize la distan
e fρ(x) = max1≤j≤p d(x, ρ(sj)x).Preuve. Soit (xi)i∈N une suite dans H2

R
telle que la suite fρ(xi) 
onverge vers la borneinférieure de fρ sur H2

R
. Si xi reste dans un 
ompa
t de H2

R
, alors, quitte à extraire, xi
onverge vers un point x qui 
onvient. Sinon, quitte à extraire, xi 
onverge vers un point àl'in�ni x, qui est �xe par ρ(π1S), 
e qui est impossible, 
ar le stabilisateur dans PSL2(R)d'un point à l'in�ni de H2

R
est résoluble, et π1S 
ontient au moins un groupe libre de rang

2. �Notons ρi = ρσi
, et

λi = min
x∈H2

R

fρi
(x) .Fixons ∗i un point de H2

R
tel que fρi

(∗i) = λi. Alors, quitte à extraire, ou bien la suite
(λi)i∈N est bornée, disons par M , ou bien elle 
onverge vers +∞.Dans le premier 
as, quitte à 
onjuguer ρi, nous pouvons supposer que ∗i est un point�xé ∗0 de H2

R
. Par 
ompa
ité de l'ensemble des isométries de H2

R
bougeant ∗0 d'une dis-tan
e au plus M , quitte à extraire, les ρi(sj) pour 1 ≤ j ≤ p 
onvergent. Don
 la suite10



(ρi)i∈N 
onverge, et la proposition 1 montre que la suite (σi)i∈N 
onverge (il su�t ausside remarquer que la suite (ℓσi
)i∈N, qui ne dépend que de (ρi)i∈N, 
onverge, et d'utiliser le
ommentaire suivant le théorème 4).Supposons maintenant que la suite (λi)i∈N 
onverge vers +∞.Posons (Xi, di) = 1

λi
H2

R
. Soit ω un ultra�ltre sur N, plus �n que le �ltre de Fré
het des
omplémentaires des parties �nies (voir par exemple [Bou℄). Pour toute suite (xi)i∈N dansun espa
e topologique, notons limω xi une limite de 
ette suite pour le �ltre image de ω(voir par exemple [Bou℄), si elle existe (
e qui est le 
as si la suite (xi)i∈N est relativement
ompa
te ; 
ette limite est alors unique dans une partie 
ompa
te (don
 séparée) 
ontenantla suite, et 
'est une valeur d'adhéren
e de la suite). Posons

X∞ = {x = (xi)i∈N ∈
∏

i∈N

Xi : lim
ω

di(xi, ∗i) < +∞} ,muni de la pseudo-distan
e
d∞(x, y) = lim

ω
di(xi, yi) .Notons (Xω, dω, ∗ω) l'espa
e métrique pointé quotient de (X∞, d∞, (∗i)i∈N) par la relationd'équivalen
e dé�nie par x ∼ y si x et y sont à pseudo-distan
e nulle. Pout tout γ dans

π1S, l'isométrie ρi(γ) de 1
λi

H2
R
bouge le point ∗i d'une distan
e bornée (au plus 1 si γ ∈

{s1, . . . , sp}) pour la distan
e di, don
 au plus n si γ s'é
rit 
omme un mot de longueur nen s1, . . . , sn et leurs inverses. Don
 l'a
tion diagonale (γ, (xi)i∈N) 7→ (ρi(γ)xi)i∈N de π1Ssur X∞ préserve X∞, est isométrique pour la pseudo-distan
e d∞, don
 induit une a
tionisométrique ρω de π1S sur Xω.Un petit 
al
ul de géométrie hyperbolique montre que tout 
�té d'un triangle géodésiquede H2
R
est à distan
e au plus log(1+

√
2) de la réunion des deux autres 
�tés. Don
 tout 
�téd'un triangle géodésique de (Xi, di) est à distan
e au plus log(1 +

√
2)/λi de la réuniondes deux autres 
�tés. C'est alors un exer
i
e (voir par exemple [KL℄) de montrer quel'espa
e métrique (Xω, dω) est géodésique, et 0-hyperbolique, don
 est un arbre (réel). Lemême argument montre que toute limite, pour la topologie de Gromov équivariante, d'unesuite d'a
tions isométriques d'un groupe �xé sur des arbres (réels), est en
ore une a
tionisométrique de 
e groupe sur un arbre (réel). Il n'est pas di�
ile non plus de montrer que,pour la topologie de Gromov équivariante,

lim
ω

(Xi, di, ρi) = (Xω, dω, ρω) .Lemme 11 L'a
tion de π1S sur l'arbre (réel) Xω est à petits stabilisateurs d'arête.Preuve. Par 
ontinuité, le point ∗ω est un point bougé le moins par les générateurs, et ilest bougé au moins d'une distan
e de 1 par l'un des générateurs, don
 l'a
tion n'a pas depoint �xe global.Supposons par l'absurde qu'il existe deux points distin
ts x et y de Xω, qui soient�xés par un sous-groupe non trivial, non in�ni 
y
lique de π1S. Alors ils sont �xés par deséléments α, β qui engendrent un sous-groupe libre sur α, β dans π1S.Soit η > 0, P l'ensemble des mots en α, β de longueur au plus 6, et K = {x, y}.Pour tout i su�samment grand (pour l'ultra�ltre ω), le triplet (Xi, di, ρi) appartient à11



Vǫ,P,K((Xω, dω, ∗ω)), don
 si x est en relation (voir la dé�nition de la topologie de Gromovéquivariante) ave
 xi ∈ Xi et y ave
 yi ∈ Xi, alors pour tout γ dans P ,
dH2

R

(xi, γxi) ≤ λiη et dH2

R

(xi, yi) ≥ λi(dω(x, y) − η) .En parti
ulier, si η a été 
hoisi assez petit devant dω(x, y), alors α et β agissent presque
omme des translations le long d'un segment de longueur 6λiη 
entré au milieu m dusegment géodésique [xi, yi]. Ce
i implique que les éléments [α, β], [α, β2], qui engendrentun groupe libre, bougent le point m d'une distan
e au plus η. Si η est assez petit, 
e
i
ontredit le lemme de Zassenhauss.Supposons par l'absurde qu'il existe un élément parabolique γ de π1S qui ne soit paselliptique dans Xω. Soit x un point de l'axe de translation de γ dans Xω. Soient η > 0,
K = {x} et P = {γ, γ2}. Alors, pour i su�samment grand (pour ω), l'élément (Xi, di, ρi)appartient à Vη,P,K((Xω, dω, ρω)). Il existe don
 xi dans Xi tel que

|di(xi, ρi(γ)xi) − ℓXω
(γ)| < ηet

|di(xi, ρi(γ)xi) + di(ρi(γ)xi, ρi(γ
2)xi) − di(xi, ρi(γ

2)xi)| < 3η .Si η est 
hoisi petit devant ℓXω
(γ), 
e
i implique, 
omme dans la �n de la preuve de laproposition 8, que ρi(γ) est hyperbolique, 
e qui est une 
ontradi
tion. �Ce
i termine la preuve du théorème 9. �Si T est un arbre (réel), muni d'une a
tion isométrique du groupe π1S, telle que toutélément parabolique de π1S soit elliptique dans T , alors notons ℓT ∈ R+

C l'appli
ation
α 7→ ℓT (g) où g ∈ π1S appartient à la 
lasse α.Si limω(Xi, di, ρi) est un arbre (réel) T muni d'une a
tion de isométrique de π1S, alorsle même argument que pour montrer la ré
iproque de la proposition 8 montre que la suite
( 1

λi
ℓσi

(α))α∈C 
onverge vers l'élément ℓT dans R+
C .Par métrisabilité de P(R+

C), 
e
i montre que l'image de π◦ℓ est d'adhéren
e 
ompa
te.Montrons qu'elle est ouverte dans son adhéren
e.Il dé
oule par exemple de [CM℄ que si (Ti)i∈N est une suite d'arbres (réels) munis d'unea
tion isométrique de π1S à petits stabilisateurs d'arête, si la suite (ℓTi
)i∈N 
onverge vers ℓdans R+

C , alors il existe un arbre (réel) T , muni d'une a
tion isométrique de π1S à petitsstabilisateurs d'arête, tel que ℓ = ℓT .Lemme 12 Si T est un arbre (réel) T , muni d'une a
tion isométrique de π1S à petitsstabilisateurs d'arête, et si σ appartient à Teich(S), alors ℓT 6= ℓσ.Preuve. Il existe (voir par exemple [CM, Pau3℄) deux éléments g et h de π1S qui sonthyperboliques dans T et d'axes de translation disjoints. Don
 g et h sont des éléments nontriviaux, non paraboliques dans π1S, et n'appartiennent pas à un même groupe 
y
lique.De plus (voir par exemple [CM, Pau3℄), pour tous n,m dans Z−{0}, la quantité ℓT (gnhm)−
ℓT (gn) − ℓT (gm) est égale à la distan
e entre les axes de translation de g et de h dans T ,don
 est stri
tement positive et indépendante de n et m.12



Notons Ag et Ah les axes de translations de g et h respe
tivement dans (S̃, σ̃). S'ils sontdisjoints dans S̃, alors ils n'ont pas de point 
ommun à l'in�ni par dis
rétude de ρσ(π1S),et d'après [Bea, Theo. 7.38.3℄, pour tous n,m dans Z − {0} ave
 |n| et |m| assez grands,
cosh

1

2
ℓσ(gnhm) =

∣∣∣∣ coshd(Ag, Ah) sinh
1

2
ℓσ(gn) sinh

1

2
ℓσ(hm) + ǫ cosh

1

2
ℓσ(gn) cosh

1

2
ℓσ(hm)

∣∣∣∣ ,où ǫ vaut +1 ou −1 suivant que gn et hm translatent dans la même dire
tion ou pas. Si
Ag et Ah se ren
ontrent dans S̃, 
omme g et h ne sont pas dans un même groupe 
y
lique,leurs axes de translation se 
oupent ave
 un angle θ tel que 0 < θ < π, et d'après [Bea,Theo. 7.38.6℄,

cosh
1

2
ℓσ(gnhm) = ǫ cos θ sinh

1

2
ℓσ(gn) sinh

1

2
ℓσ(hm) + cosh

1

2
ℓσ(gn) cosh

1

2
ℓσ(hm) ,où ǫ vaut +1 ou −1 suivant que θ mesure l'angle entre les points attra
tifs de gn et de

hm ou l'angle entre le point attra
tif de gn et le point répulsif de hm. Si ℓT = ℓσ, 
es deuxformules 
ontredisent le fait que
ℓσ(gnhm) − ℓσ(gn) − ℓσ(gm)soit indépendants de n,m dans Z − {0}. �Puisque P(R+

C) est métrisable, 
e lemme et l'alinéa le pré
édant montrent que l'imagede π ◦ℓ est ouverte dans son adhéren
e, 
ar ils impliquent que pour toute suite 
onvergentedans la frontière de l'image, sa limite n'est pas dans l'image.Le théorème 3 en dé
oule. �+ ��������� +Montrons maintenant 
omment 
onstruire la 
ompa
ti�
ation de Thurston de l'espa
ede Tei
hmüller dire
tement par la topologie de Gromov équivariante.Soit Hyp(S) l'ensemble des 
lasses d'isométrie équivariante de 
ouples (X,α), où Xest une variété riemannienne 
omplète simplement 
onnexe de dimension 2 à 
ourburese
tionnelle stri
tement négative 
onstante, et α une a
tion propre et libre de π1S telleque tout élément parabolique de π1S agisse par une isométrie parabolique sur X. Munissons
Hyp(S) de la topologie de Gromov équivariante.Soit Arb(S) l'ensemble des 
lasses d'isométrie équivariante de 
ouples (X,α), où X estun arbre (réel) et α une a
tion isométrique de π1S sur X, à petits stabilisateurs d'arête(don
 en parti
ulier sans point �xe global, et telle que tout élément parabolique de π1Sagisse par une isométrie elliptique sur X), et minimale (i.e. sans sous-arbre invariant proprenon trivial). (Cet ensemble porte d'autres noms dans la littérature, voir par exemple [CM,Sha1, Sha2, Bes2, Mor, Pau4℄). Munissons Arb(S) de la topologie de Gromov équivariante.Munissons l'ensemble somme disjointe Hyp(S) ⊔ Arb(S) de la topologie de Gromovéquivariante, qui induit sur 
ha
un des sous-ensembles Hyp(S) et Arb(S) leur topologiede Gromov équivariante. L'a
tion de Mod(S) sur 
et ensemble, dé�nie par l'appli
ation
(f, (X,α)) 7→ (X,α ◦ f∗), est une a
tion par homéomorphismes. Le groupe topologique
R∗

+ agit 
ontinûment sur Hyp(S) ⊔ Arb(S) par l'appli
ation (t, (X,α)) 7→ (tX, α), et lesa
tions de R∗
+ et de Mod(S) 
ommutent. Notons

K(S) = (Hyp(S) ⊔ Arb(S) ) / R∗
+13



l'espa
e topologique quotient, muni de l'a
tion quotient de Mod(S). La proje
tion 
ano-nique p : Hyp(S)⊔Arb(S) → K(S) est ouverte. Notons Θ : Hyp(S)⊔Arb(S) → R+
C−{0}l'appli
ation dé�nie par

(X,α) 7→ ([γ] 7→ min{d(x, α(γ, x)) : x ∈ X}) ,qui est équivariante pour les a
tions de Mod(S), et Θ : K(S) → P(R+
C) l'appli
ationobtenue par passage au quotient, qui est aussi équivariante pour les a
tions de Mod(S).Notons ι : Teich(S) → Hyp(S) ⊔ Arb(S) l'appli
ation dé�nie par σ 7→ (H2

R
, ρσ), et

ι : Teich(S) → K(S) l'appli
ation quotient, qui est équivariante pour les a
tions de Mod(S).Théorème 13 (F. Paulin [Pau1℄) L'espa
e K(S) est métrisable 
ompa
t. L'appli
ation
ι : Teich(S) → K(S) est un homéomorphisme sur son image, 
elle-
i étant ouverte etdense dans K(S). Don
 ( ι,K(S) ) est une 
ompa
ti�
ation de Teich(S) naturelle pour legroupe modulaire Mod(S).L'appli
ation Θ : K(S) → P(R+

C) est un homéomorphisme sur son image, telle que
Θ◦ι = π◦ℓ, don
 la 
ompa
ti�
ation naturelle 
i-dessus est isomorphe à la 
ompa
ti�
ationde Thurston.En utilisant les travaux d'A. Parreau [Par℄, un résultat semblable pour des espa
essymétriques de type non 
ompa
t est possible (sauf peut-être la densité de l'image).Preuve. D'après un théorème d'Urysohn (voir par exemple [Dug℄ page 233), pour montrerqu'un espa
e topologique Y est métrisable 
ompa
t, il su�t de montrer qu'il est séparé, àbase dénombrable d'ouverts, et séquentiellement 
ompa
t (i.e. que de toute suite (dénom-brable) dans Y , on peut extraire une sous-suite 
onvergente).Munissons R∗

+ × Teich(S) de la topologie produit des topologies usuelles, et de l'a
-tion par homéomorphismes évidente de R∗
+, dé�nie par t · (t′, σ) = (tt′, σ), ainsi que 
ellede Mod(S), dé�nie par f · (t′, σ) = (t′, f · σ). En utilisant la proposition 8, il n'est pasdi�
ile de montrer que l'appli
ation de R∗
+ × Teich(S) dans Hyp(S), qui à (λ, σ) asso
ie

(λH2
R
, ρσ) est un homéomorphisme. Elle induit par passage au quotient un homéomor-phisme de Teich(S) sur p(Hyp(S)) équivariant pour les a
tions de Mod(S). En parti
ulier,

p(Hyp(S)) est séparable.Il est montré dans [Pau4℄ que l'appli
ation de Arb(S) dans R+
C −{0}, qui à T asso
ie

ℓT , est un homéomorphisme sur son image. Elle 
ommute ave
 les a
tions de R∗
+ et de

Mod(S). (En fait, dans 
ette référen
e [Pau4℄, on ne demandait pas que les distan
es detranslation des éléments paraboliques de π1S soient nulles, et on avait π1S à la pla
e de C,et on travaillait ave
 des groupes plus généraux que π1S, mais le résultat énon
é 
i-dessusdé
oule de 
e 
as général.) Don
 l'appli
ation T 7→ ℓT induit un homéomorphisme sur sonimage de p(Arb(S)) dans P(R+
C), et son image est métrisable. Par une preuve de mêmes
héma que pour le théorème 9, il est fa
ile de montrer que p(Arb(S)) est séquentiellement
ompa
t : l'analogue du lemme 10 est obtenu par le fait qu'une a
tion à petits stabilisateursd'arête de π1S sur un arbre (réel) ne �xe pas de point à l'in�ni de l'arbre (voir par exemple[CM, Pau3℄) ; et l'analogue de la première 
ontradi
tion dans la preuve du lemme 11 estobtenue par le fait que si η est assez petit, alors [α, β] et [α, β2] �xent un segment nontrivial dans un arbre appro
hant. Don
 p(Arb(S)) est métrisable 
ompa
t (et en parti
ulierséparable). (Voir [Pau2℄ pour une autre preuve ; on retrouvait ainsi dans [Pau2℄ la 
ompa
itéde l'image de p(Arb(S)) dans P(R+

C), 
e qui est un résultat de [CM, Theo. 5.3℄.)14



Tout arbre (réel) muni d'une a
tion isométrique, sans point �xe global et minimale,d'un groupe est réunion de ses axes de translation (voir par exemple [CM℄), don
 est sépa-rable si le groupe est dénombrable. Dans tout ensemble E d'espa
es métriques séparablesmunis d'une a
tion isométrique d'un groupe dénombrable Γ, tout élément X possède unsystème fondamental dénombrable de voisinages pour la topologie de Gromov équivariante,puisqu'il su�t de prendre les Vǫ,K,P (X) pour ǫ dans Q et K une partie (�nie) d'une partiedénombrable dense �xée de X. Comme p est ouverte, tout élément de l'espa
e K(S) ad-met don
 un système fondamental dénombrable de voisinages. L'espa
e K(S) est de plusséparable, 
ar p(Hyp(S)) et p(Arb(S)) le sont. Don
 il est à base dénombrable d'ouverts.Par un argument similaire à 
elui de la ré
iproque dans la preuve de la proposition8, l'appli
ation Θ est 
ontinue. Don
 Θ est 
ontinue. Elle est inje
tive, 
ar inje
tive enrestri
tion à p(Hyp(S)) et p(Arb(S)), et par le lemme 12. Comme Θ est 
ontinue, inje
tive àvaleurs dans un espa
e séparé, l'espa
e K(S) est séparé. (Voir aussi [Pau1, Chap. IV.2℄ pourune preuve dire
te de la séparation de la topologie de Gromov équivariante sur l'ensemble
Hyp(S) ⊔ Arb(S).)Remarquons que si une suite d'a
tions isométriques de π1S sur des espa
es métriques
onverge, pour la topologie de Gromov équivariante, vers un arbre (réel) muni d'une a
tionsans point �xe global, elle 
onverge aussi pour la topologie de Gromov équivariante verstout sous-arbre invariant, et en parti
ulier vers son unique sous-arbre minimal (qui est laréunion de ses axes de translations, voir par exemple [CM, Pau3℄).L'espa
e K(S) est séquentiellement 
ompa
t, 
ar p(Arb(S)) l'est, et par le théorème 9et la remarque 
i-dessus.Par le théorème d'Urysohn sus
ité, K(S) est don
 
ompa
t. L'appli
ation Θ, qui est
ontinue inje
tive d'un espa
e 
ompa
t dans un espa
e séparé, est don
 un homéomor-phisme sur son image. Comme p(Arb(S)) est 
ompa
t dans K(S) séparé (ou par
e qu'unelimite d'une suite d'a
tions isométriques d'un groupe �xé sur des arbres (réels) est en-
ore une a
tion isométrique de 
e groupe sur un arbre (réel)), le sous-espa
e p(Arb(S)) estfermé, et don
 p(Hyp(S)) est ouvert. Don
 ι est un homéomorphisme sur son image. Par unthéorème de Skora [Sko℄ (voir aussi [Ota℄, 
e résultat n'était pas disponible au moment del'é
riture de [Pau1℄), l'image de ι est dense dans K(S). Par 
onséquent, le 
ouple ( ι, K(S) )est bien une 
ompa
ti�
ation de Teich(S). La naturalité et la relation Θ ◦ ι = π ◦ ℓ étant
laires par 
onstru
tion, le résultat en dé
oule. �Nous n'avons dé
rit dans 
es notes que l'aspe
t topologique de la 
ompa
ti�
ation deThurston de l'espa
e de Tei
hmüller. Une interprétation des points du bord 
omme desfeuilletages transversalement mesurés (ou des laminations géodésiques transversalementmesurées), duale à l'interprétation par les arbres réels, est 
ru
iale pour de plus amplesinformations (voir par exemple [FLP, Bon3℄).Référen
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