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1 Introduction
1.1 De quoi s'agit-il ?

Le terme superrigidit�e, inaugur�e par G.D. Mostow lorsqu'il a lu la contributionde G.A. Margulis au congr�es de Vancouver, [Ma2], d�esigne un ph�enom�ene mis en�evidence par ce dernier en 1974 : les repr�esentations lin�eaires de dimension �nienon unitaires des r�eseaux de certains groupes de Lie proviennent, par restriction, dugroupe ambiant. La situation mod�ele est celle du r�eseau Sl(n;Z) du groupe de LieSl(n;R).Par superrigidit�e g�eom�etrique, on entend un ensemble de techniques permettantd'�etendre les r�esultats de Margulis �a des classes plus larges de groupes discrets,et �eventuellement de passer des repr�esentations lin�eaires de dimension �nie �a desactions sur des espaces plus g�en�eraux.
1.2 Le th�eor�eme de superrigidit�e de Margulis (1974)
Th�eor�eme 1 (Margulis, [Ma2]). Soient G, H des groupes alg�ebriques semi-simplessur des corps locaux, sans facteurs compacts. On suppose que G a un rang r�eel � 2.Soit � un r�eseau irr�eductible de G.Tout homomorphisme � ! H dont l'image est non born�ee et Zariski denses'�etend en un homomorphisme G! H.

Nous ne d�e�nirons pas tous les termes, renvoyant �a la litt�erature classique, [Bo1],[Ma3]. La g�eom�etrie commence lorsqu'on voit les groupes alg�ebriques G et H commegroupes d'isom�etries d'espaces m�etriques. Depuis E. Cartan [Ca], on sait qu'il existeun dictionnaire entre les groupes de Lie semi-simples sur R ou C et les espacessym�etriques sans facteurs euclidiens. Une vari�et�e riemannienne est sym�etrique sipour chaque point x, la sym�etrie g�eod�esique, qui renverse toutes les g�eod�esiquespassant par x, est une isom�etrie. Ce dictionnaire a �et�e �etendu par F. Bruhat et J. Tits[BT] au cas des corps locaux non archim�ediens. La classe des espaces sym�etriques estremplac�ee par celle des immeubles euclidiens. Ce dictionnaire permet de reformulerle r�esultat de Margulis.
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Th�eor�eme 2 Soient X, Y des espace sym�etriques ou des immeubles de dimension�nie, sans facteurs euclidiens ni compacts. On suppose que X est de rang � 2. Soit� un groupe discret irr�eductible d'isom�etries de X tel que V ol(� nX) < +1.Toute action isom�etrique r�eductive de � sur Y laisse stable ou bien un point,ou bien un sous-ensemble convexe de Y qui est pluriisom�etrique �a un produit defacteurs irr�eductibles de X.
Certains termes sont plus ais�es �a d�e�nir dans ce langage. Lorsque X s'�ecrit nontrivialement comme un produit riemannien, un groupe d'isom�etries de X est ditirr�eductible s'il ne contient aucun sous-groupe de type �ni qui pr�eserve la d�ecom-position en produit. Toujours lorsque X s'�ecrit non trivialement comme un produitriemannien, on peut modi�er la m�etrique en multipliant celle de chaque facteurpar une constante di��erente. On obtient ainsi les espaces pluriisom�etriques �a X.Le rang de X est la dimension maximale d'un espace euclidien qu'on peut plongerisom�etriquement dans X. La restriction sur le rang a pu être partiellement lev�ee.

Th�eor�eme 3 (Corlette [Co], Gromov-Schoen [GS]). Les r�esultats pr�ec�edents s'�e-tendent au cas o�u X est un espace hyperbolique quaternionien de dimension > 4 oule plan hyperbolique des octonions.
Remarque 1 En revanche, ils ne s'�etendent pas aux autres espaces sym�etriques derang un (les espaces hyperboliques r�eels RHn et complexes CHn) ni aux immeublesde rang un.
1.3 Arithm�eticit�e

Margulis a montr�e qu'on pouvait d�eduire d'un th�eor�eme de rigidit�e le fait queles r�eseaux sont arithm�etiques, [Ma1].
Corollaire 2 Les r�eseaux irr�eductibles des groupes de Lie semi-simples G autresque PO(n; 1) = Isom(RHn) et PU(n; 1) = Isom(CHn) sont arithm�etiques, i.e.obtenus (au rel�evement �a un produit G�L o�u L est compact et �a commensurabilit�epr�es) comme le groupe des matrices enti�eres dans une repr�esentation lin�eaire de Gd�e�nie sur Q.

Comme les groupes alg�ebriques sur Q ont �et�e classi��es (J. Tits, [Ti1]), on abou-tit �a une classi�cation des r�eseaux �a commensurabilit�e pr�es. C'est sans doute lacons�equence la plus frappante du th�eor�eme de superrigidit�e.
1.4 Espaces CAT (0)

D�es 1925, E. Cartan a observ�e que les espaces sym�etriques de type non compactsatisfont des in�egalit�es m�etriques l�a o�u l'espace euclidien satisfait des identit�es. Ils'en est servi pour montrer que tout groupe compact d'isom�etries poss�ede un point�xe, et par cons�equent, que les sous-groupes compacts maximaux du groupe desisom�etries sont deux �a deux conjugu�es.
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D�e�nition 3 Soit Y un espace m�etrique g�eod�esique. Etant donn�e un triangle decôt�es a, b et c dans Y , on construit le triangle de même côt�es a0 = a, b0 = b et c0 = cdans le plan euclidien. A un point u du côt�e b correspond un point u0 qui divise lecôt�e b0 dans les mêmes proportions. On note d (resp. d0) la distance de u (resp. u0)au sommet oppos�e. On dit que Y est CAT (0) si pour tout triangle, d0 � d.
ba

c

d
Y R2

a’=a b’=b

c’=c

d’>d

L'observation de Cartan entrâ�ne que les espaces sym�etriques de type non com-pact sont CAT (0). De même, les arbres, les immeubles euclidiens sont g�eod�esiqueset CAT (0).Pour une vari�et�e riemannienne, être CAT (0) est �equivalent �a être simplementconnexe et �a courbure sectionnelle n�egative ou nulle. Un produit d'espaces CAT (0)est CAT (0).
1.5 G�en�eralisation

On peut baptiser superrigidit�e g�eom�etrique le programme suivant.
Question 1. Soit X un espace m�etrique. Trouver des conditions sur X pourque pour tout groupe discret � d'isom�etries de X, de covolume �ni, toute actionisom�etrique de � sur un espace CAT (0) g�eod�esique et complet Y ou bien poss�edeun point �xe, ou bien laisse stable un sous-ensemble convexe de Y pluriisom�etrique�a X.
Voici le type d'applications envisag�ees.{ Expliquer en quoi les r�eseaux de PU(n; 1) ne sont pas superrigides.{ Etudier les repr�esentations de dimension in�nie des r�eseaux.{ Etudier les actions sur des vari�et�es compactes, au moyen de l'action induite surun espace auxiliaire, comme l'espace des m�etriques riemanniennes mesurablessur la vari�et�e.{ Prouver que certains groupes ne sont pas lin�eaires, i.e. isomorphes �a desgroupes de matrices.Pour les trois premi�eres applications, on renvoie au survol [P1], bien qu'il dateun peu, et au texte de J. Maubon dans ce volume. Pour compl�eter ces survols,voir les trois r�ef�erences r�ecentes [Kl], [Mo], [GKM]. Dans ces notes, on s'int�eressesp�ecialement �a la derni�ere, plus r�ecente.

1.6 Groupes non lin�eaires
Il existe des groupes de pr�esentation �nie qui ne poss�edent aucune repr�esentationlin�eaire de dimension �nie non triviale (par exemple, les groupes in�nis simples,
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mais il y en a d'autres, voir [Bas]). Est-ce le cas g�en�eral ? Autrement dit, un groupeg�en�erique admet-il une representation lin�eaire de dimension �nie non triviale ?Question 2. (Gromov 2003). Soit � un groupe al�eatoire model�e sur un grapheobtenu en subdivisant un graphe de tour de taille su�samment grand par rapportau bas de son spectre. Montrer qu'avec probabilit�e tendant vers 1 lorsque le nombrede subdivisions tend vers l'in�ni (la valence restant born�ee), pour tout n, tout ho-momorphisme �! Gl(n;C) est d'image �nie.
La terminologie des groupes model�es sur des graphes sera expliqu�ee au para-graphe 5.2.
Il est vraisemblable que les groupes al�eatoires, dans certains r�egimes, n'ont pasde quotient �ni du tout. Mais ceci semble hors de port�ee des m�ethodes superrigides.
Le but de ces notes est d'exposer informellement quelques uns des ingr�edientsqui pourraient apporter une r�eponse �a la question 2.Je suis reconnaissant �a M. Gromov, F. Haglund, M. Pichot et L. Silberman pourl'aide qu'ils m'ont apport�ee lors de la r�edaction de ce texte.

2 Superrigidit�e et �nitude des repr�esentations
Voyons d'abord comment d�eduire la �nitude des repr�esentations de la superrigi-dit�e.

D�e�nition 4 On dit qu'un groupe � poss�ede la propri�et�e FSI si toute action isom�e-trique de � sur un espace sym�etrique sans facteur compact ou un immeuble euclidienassoci�e �a un groupe alg�ebrique r�eductif sur un corps local non archim�edien poss�edeun point �xe.
Soit � un groupe qui poss�ede la propri�et�e FSI. Etant donn�ee une repr�esentationlin�eaire ind�ecomposable de dimension �nie, i.e. un homomorphisme h : �! Gl(n;C),on montre successivement que{ h est localement rigide, i.e. un homomorphisme h0 : � ! Gl(n;C) su�sam-ment voisin de h est conjugu�e �a h ;{ �a conjugaison pr�es, h est �a valeurs dans Gl(n; �Q) ;{ apr�es extension des scalaires et restriction �a un sous-groupe d'indice �ni de �,on obtient un homomorphisme ~h �a valeurs dans Gl(nd;Z) ;{ ~h est �a valeurs dans un sous-groupe compact de Gl(nd;C).Il en r�esulte que h(�) est �ni.

2.1 Cohomologie
Lemme 5 Soit � une repr�esentation unitaire d'un groupe � sur un espace de HilbertH�. Il y a une bijection entre l'ensemble des actions isom�etriques a�nes de � surH� (�a conjugaison pr�es par une translation), de partie lin�eaire �, et l'espace decohomologie H1(�; �). La classe associ�ee �a une action s'annule si et seulement sil'action poss�ede un point �xe.
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Preuve. On suppose donn�ee une action isom�etrique a�ne de � surH�, de partielin�eaire �. Etant donn�e un point v0 2 H�, on pose, pour g 2 �, �0(g) = gv0 � v0.Alors �0 est un 1-cocycle sur � �a valeurs dans H�. Sa classe de cohomologie ned�epend pas du choix de v0. En fait, chaque cocycle �1 cohomologue �a �0 correspond�a un autre choix v1 du point base. Par cons�equent, si l'action poss�ede un point �xe,� est cohomologue �a z�ero et r�eciproquement.Si une seconde action (g; v) 7! g � v donne le même cocycle, alors gv0 � v0 =�(g) = g �v0�v0, donc gv0 = g �v0, et les deux actions, qui ont même partie lin�eaire,co��ncident.Inversement, soit � un 1-cocycle sur � �a valeurs dans le �-module H�. Onconstruit une action (�a gauche) isom�etrique a�ne de � sur H� en posant, pourv 2 H� et g 2 �,
gv = �(g)(v) + �(g)

Le cocycle �0 qui lui est associ�e, lorsqu'on choisit comme point base v0 = 0, est �,par construction.
On conclut que, pour un groupe ayant la propri�et�e FSI, H1(�; �) = 0 pour touterepr�esentation unitaire � de dimension �nie.Lorsque � est la repr�esentation triviale, on trouve que H1(�;C) = 0. En parti-culier, tout homomorphisme de � dans C est trivial.

2.2 Caract�eres
On montre que si � est un groupe ayant la propri�et�e FSI, alors tout homomor-phisme h : �! Gl(1;C) est d'image �nie. On se sert (sans le prouver) du joli lemmesuivant.

Lemme 6 (J. Tits, [Ti2] page 243). Soit F un corps de type �ni et z 2 F un�el�ement qui n'est pas une racine de l'unit�e. Il existe une valeur absolue sur F telleque jzj 6= 1.
Soit � un groupe ayant la propri�et�e FSI. Soit � : �! C� un homomorphisme.Montrons par l'absurde que pour tout 
 in �, z = �(
) est une racine de l'unit�e.On applique le lemme 6 au sous-corps F de C engendr�e par �(�). Comme � est detype �ni, F est de type �ni. Soit j � j : F � ! R�+ une valeur absolue telle que jzj 6= 1.Alors log j�j : �! R est un homomorphisme non trivial, contradiction.Par cons�equent, � est �a valeurs dans les racines de l'unit�e. Comme � est de type�ni, il existe N tel que � prenne ses valeurs dans le groupe des racines N -�emes del'unit�e. (On trouve des consid�erations voisines dans [Bas]).On conclut que pour tout homomorphisme h : � ! Gl(n;C), il existe un sous-groupe �0 d'indice �ni dans � tel que h(�0) � Sl(n;C).Dans la suite, on fera comme si �0 = �.
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2.3 Unitarisabilit�e
Soit h : � ! Sl(n;C) un homomorphisme. On fait agir � via h sur l'espacesym�etrique Sl(n;C)=SU(n). Par FSI, il existe un point �xe, c'est un sous-groupecompact conjugu�e de SU(n) qui contient h(�). Autrement dit, h est conjugu�ee �aune repr�esentation unitaire.Le lemme 5 s'�etend donc �a toutes les repr�esentations lin�eaires de dimension �niede �.

2.4 Rigidit�e locale
On s'int�eresse �a l'espace Rep = Hom(�; Gl(n;C))=Gl(n;C) des classes d'�equiva-lence de repr�esentations unitaires de �. Plus pr�ecis�ement, �a sa structure locale au voi-sinage d'une repr�esentation h. Notons C(h) le centralisateur de h(�) dans Gl(n;C).Depuis A. Weil [W2], on sait construire dans un produit de copies de Gl(n;C) unesous-vari�et�e analytique C(h)-invariante PreRep dont l'espace tangent s'identi�e �aH1(�; �) o�u � = Ad�h, et une application C(h)-�equivariante � : Prerep! H2(�; �)telles que Rep s'identi�e au quotient par C(h) du sous-ensemble analytique C(h)-invariant ��1(0) de PreRep (le couple (Prerep; �) s'appelle parfois mod�ele de Ku-ranishi, en r�ef�erence �a [Ku]). L'annulation de H1(�; �) entrâ�ne donc que la classed'�equivalence de h est un point isol�e de Rep.
D�emontrons directement un cas particulier de ce th�eor�eme.

Lemme 7 Soit � un groupe de type �ni. Soit H un groupe de Lie. Soit h : �! Hun homomorphisme dont l'image a un centralisateur discret dans H. On supposeque H1(�; Ad � h) = 0. Alors tout homomorphisme h0 : �! H su�samment prochede h est conjugu�e �a h.
Preuve. On consid�ere Hom(�; H) comme le sous-ensemble de H� d�e�ni parl'�equation �(f) = 1 o�u � : H� ! H���, est d�e�nie comme suit. Etant donn�ee unefonction f : �! H, �(f) est la fonction sur �� � d�e�nie par

�(f)(g; g0) = f(gg0)�1f(g)f(g0):
Ramenons tous les vecteurs tangents �a H dans l'alg�ebre de Lie H par translation�a gauche. Alors l'espace tangent en h �a H� s'identi�e aux fonctions de � dans H,i.e. aux 1-cochâ�nes sur � �a valeurs dans H, et l'espace tangent en 1 �a H��� aux2-cochâ�nes sur � �a valeurs dans H. La di��erentielle de � en h s'identi�e (au signepr�es) au cobord relatif �a la repr�esentation � = Ad �h : si � 2 C1(�;H�), h� 2 ThH�et

Dh�(h�) = �d� 2 C2(�;H�):
L'action de H par conjugaison sur H� d�e�nit une application 	h : H ! H�comme suit. Etant donn�e k 2 H, 	h(k) est la fonction sur � d�e�nie par

	h(k)(g) = Adk(h(g)) = k�1h(g)k:
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Comme h est un homomorphisme, � � 	h � 1. Identi�ons T1H = H �a l'espace des0-cochâ�nes �a valeurs dans H. Alors la di��erentielle de 	h en 1 s'identi�e (au signepr�es) au cobord : si v 2 H, qu'on voit comme une 0-cochâ�ne c,
D1	h(v) = �dc 2 C1(�;H�):

On remarque que ker(d) = H0(�;H�) = fv 2 H j8g; Adh(g)(v) = vg est l'alg�ebrede Lie du centralisateur de h(�) dansH. Par hypoth�ese, cette alg�ebre de Lie est nulle.On a suppos�e aussi que H1(�;H�) = 0. Par cons�equent, D1	h est injective, et sonimage co��ncide avec le noyau de Dh�. Cette propri�et�e est ouverte sur Hom(�; H).Elle reste donc vraie pour h0 proche de h. Autrement dit, � est de rang constant sur��1(1) au voisinage de h. Par cons�equent, ��1(1) est une vari�et�e au voisinage de h,dont la dimension est �egale �a celle de l'orbite 	h(H), qu'elle contient. On conclutque, dans un voisinage de h, Hom(�; H) co��ncide avec l'orbite de h.Dans le paragraphe pr�ec�edent, on a fait comme siH� etH��� �etaient des vari�et�esde dimension �nie. Voici pourquoi on peut le faire. Soit S un syst�eme g�en�erateur�ni sym�etrique de �. Choisissons, pour chaque �el�ement g 2 �, un mot w(g) dansl'alphabet S qui repr�esente g. Toute fonction f : S ! H (resp. S ! H) se prolongeen une fonction w(f) : � ! H (resp. � ! H), d�e�nie par w(f)(g) = f(w(g)). Sih est un homomorphisme (resp. un 1-cocycle), il est uniquement d�etermin�e par sarestriction �a S : h = w(hjS). De plus, commeHom(�; H) est un ensemble analytique,pour v�eri�er qu'une fonction f est un homomorphisme (resp. qu'une 1-cochâ�ne �est un cocycle), il su�t de v�eri�er l'�equation f(gg0) = f(g)f(g0) (resp. �(gg0) =Adh(g0)(�(g)) + �(g0)) pour un sous-ensemble �ni R � � � � de couples (g; g0). Onpeut donc remplacer � : H� ! H��� par �S;R = �R � � � w : HS ! HR.
2.5 Alg�ebricit�e

Soit � un groupe de type �ni poss�edant la propri�et�e FSI. Soit h une repr�esenta-tion ind�ecomposable de dimension �nie de �. Par unitarisabilit�e, h est irr�eductible.Par le lemme de Schur, le centralisateur de h(�) dans le groupe sp�ecial lin�eaire estr�eduit au centre f�1g. D'apr�es le lemme 5, H1(�; Ad � h) = 0. Par rigidit�e locale,il existe un voisinage V de h dans Hom(�; Sl(n;C)) tel que toute repr�esentationcontenue dans V soit conjugu�ee �a h. Comme Hom(�; Sl(n;C)) est une sous-vari�et�ealg�ebrique a�ne d�e�nie sur Q de Gl(n;C)S, V contient un point d�e�ni sur �Q. C'estun homomorphisme conjugu�e de h dont l'image est contenue dans Sl(n; �Q). Oncontinue de le noter h.
2.6 Int�egralit�e

Comme � est de type �ni, h(�) est contenu dans Sl(n; F ) o�u F est une extensionde Q de degr�e �ni d. Chaque �el�ement de F agit par multiplication sur F , d'o�u unplongement F ! EndQ(F ), qui induit un plongement Sl(n; F ) ! EndF (F n) !EndEndQ(F )(F n) ' EndQ(Qnd), appel�e extension des scalaires. On note ~h sa com-pos�ee avec h. L'image de ~h est contenue dans Sl(nd;Q).
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Soit p un nombre premier. On fait agir � via ~h sur l'immeuble de Sl(nd;Qp). Parsuperrigidit�e, il existe un point �xe, donc ~h(�) est contenu dans un groupe compact,commensurable �a Sl(nd;Zp). Autrement dit, il existe un sous-groupe �p � � d'indice�ni tel que ~h(�p) � Sl(nd;Zp).L'�etape pr�ec�edente, appliqu�ee �a tous les diviseurs premiers des d�enominateursdes coe�cients des matrices ~h(s), s 2 S, donne un sous-groupe �0 � � d'indice �nitel que ~h(�0) � Sl(nd;Z).On fait agir � via ~h sur l'espace sym�etrique Sl(nd;C)=SU(nd). Par FSI, ilexiste un point �xe. Autrement dit, ~h(�) est contenu dans un sous-groupe compactK, conjugu�e de SU(nd).On conclut que ~h(�0) � K \ Sl(nd;Z) est discret et relativement compact donc�ni. Il en r�esulte que h(�) est �ni. Le cas g�en�eral se ram�ene imm�ediatement au casind�ecomposable.
Remarque 8 Pour être enti�erement g�eom�etrique, on peut s'a�ranchir de la discus-sion des caract�eres, et de son ingr�edient alg�ebrique, le lemme de Tits, au prix decompliquer l�eg�erement les d�etails des paragraphes unitarisabilit�e, rigidit�e locale etalg�ebricit�e.
On remarque d'abord qu'en l'absence d'homomorphisme �a valeurs dans R, touterepr�esentation tombe dans le sous-groupe de Gl(n;C) form�e des matrices dont led�eterminant est de module 1. Ce groupe agit sur l'espace sym�etrique de Sl(n;C)avec des stabilisateurs compacts, d'o�u l'unitarisabilit�e. Pour la rigidit�e locale, onremarque que le lemme 7 et sa preuve restent vrais sous l'hypoth�ese plus faible quele centralisateur de la repr�esentation co��ncide avec le centre du groupe de LieH. Celadispense d'avoir recours au groupe sp�ecial lin�eaire au paragraphe alg�ebricit�e. Une foisla repr�esentation �a valeurs dans Gl(nd;Q), on remarque que la valuation p-adiquedu d�eterminant donnant un homomorphisme, n�ecessairement trivial, �a valeurs dansZ, il vaut �1, donc un sous-groupe d'indice au plus 2 est contenu dans Sl(nd;Q).
3 Applications harmoniques �equivariantes

Soit � un groupe qui agit isom�etriquement sur des espaces X et Y . Un point�xe de l'action, c'est la même chose qu'une application constante et �equivariantede X dans Y . On va donc chercher une application constante parmi les applica-tions �equivariantes f de X dans Y . Pour cela, on cherche �a minimiser la \variationquadratique" de f , commun�ement appel�ee �energie. Les applications qui minimisentl'�energie sont appel�ees harmoniques.Cette strat�egie remonte explicitement �a Eells et Sampson en 1964. On peut mêmeremonter plus loin. On a vu en 5 qu'une action isom�etrique a�ne de � sur un espacede Hilbert revient �a se donner une repr�esentation unitaire � ainsi qu'une classe decohomologie dans le H1(�; �). L'id�ee de minimiser la norme L2 dans une classe decohomologie est �a la base de la th�eorie de Hodge, n�ee dans les ann�ees 30. Ce pointde vue est d�evelopp�e dans [P1].
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Ici, on d�ecrit, en suivant M.T. Wang, [Wa] et H. Izeki et S. Nayatani [IN], uneversion discr�ete, �el�ementaire, de la notion d'application harmonique. Dans le casparticulier des actions isom�etriques a�nes sur des espaces de Hilbert, cette versiondiscr�ete a, elle aussi, un glorieux pass�e (Garland, 1972, dans un langage cohomolo-gique).
3.1 Energie et applications harmoniques

D�esormais, on suppose que l'espace X est le revêtement universel d'un complexesimplicial �ni dont � est le groupe fondamental. On va d�e�nir une �energie pour lesapplications �equivariantes de X
D�e�nition 9 Soit C un complexe simplicial. Un poids sur C est une fonction posi-tive m sur les simplexes telle que, pour tout k-simplexe �, m(�) est �egale �a la sommedes poids des k + 1-simplexes qui contiennent �,

m(�) =X��� m(�):
Par extension, on note m(;) =Pc2C m(c).
Exemple 10 Si C est de dimension 2, on pose m = 1 sur les 2-simplexes, et onpropage aux 1-simplexes puis aux 0-simplexes en respectant la propri�et�e de poids.
D�e�nition 11 Soit (C;m) un complexe simplicial pond�er�e �ni. Soit Y un espacem�etrique. Sur l'espace des fonctions de C dans Y , on met la distance \produitpond�er�e"

d(g; g0) = (Xc2C m(c)d(g(c); g0(c))2)1=2:
D�e�nition 12 Etant donn�es un complexe simplicial pond�er�e �ni (C;m) et une ap-plication f : C ! Y �a valeurs dans un espace m�etrique, l'�energie de f est

E(f) = 12
X
c2C
X
c0�cm(c; c0)d(f(c); f(c0))2;

o�u c � c0 signi�e que c et c0 sont les extr�emit�es d'une même arête.
Voici une version �equivariante des d�e�nitions pr�ec�edentes.

D�e�nition 13 Soit Z un complexe simplicial �ni, de groupe fondamental �, soit Xson revêtement universel. On se donne un poids m sur Z. Soit Y un espace m�etriquesur lequel � agit isom�etriquement. Sur l'espace des applications �equivariantes X !Y , on met la distance
d(f; f 0) = (Xz m(z)d(f(c); f 0(c))2)1=2;
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o�u c est un sommet de x au-dessus de z. L'�energie de f est
E(f) = 12

X
z2Z
X
z0�zm(z; z0)d(f(c); f(c0))2;

o�u (c; c0) est une arête de X au-dessus de l'arête (z; z0) de Z.
Remarque 14 L'espace Y �nX des applications �equivariantes X ! Y est isom�etri-que �a un produit d'espaces homoth�etiques �a Y . Si Y est CAT (0), Y �nX est lui-mêmeCAT (0), et l'�energie est une fonction convexe sur Y �nX .
En e�et, t 7! ft est une g�eod�esique parcourue �a vitesse constante de Y �nX si et seule-ment si pour tout x 2 X, t 7! ft(x) est une g�eod�esique parcourue �a vitesse constantede Y . D'autre part, dans un espace CAT (0), �etant donn�ees deux g�eod�esiques t 7! s(t)et t 7! s0(t) parcourues �a vitesse constante, la fonction (t; t0) 7! d(s(t); s0(t0)) estconvexe sur R2.
D�e�nition 15 Une application �equivariante f : X ! Y est dite harmonique si elleminimise localement l'�energie E, i.e. si un petit d�eplacement �equivariant de l'imaged'une orbite de sommets ne diminue pas l'�energie.

Autrement dit, on interpr�ete X comme un arrangement p�eriodique de ressorts, etf comme une d�eformation p�eriodique des ressorts (voir �gure). E repr�esente l'�energiepotentielle �elastique par maille. Une application f est harmonique si elle repr�esenteune position d'�equilibre.

3.2 Barycentre, lien et �equation des applications harmoni-ques
Dans l'espace euclidien, le carr�e u de la distance �a un point est une fonctionuniform�ement strictement convexe : le long d'une g�eod�esique t 7! y(t) parcourue�a vitesse 1, u(y(t)) � t2 est convexe. Par comparaison, cette propri�et�e s'�etend auxespaces g�eod�esiques CAT (0). Elle se g�en�eralise aux combinaisons �a coe�cients po-sitifs de carr�es de distances �a des points, ce qui permet de montrer que ces fonctionsatteignent leur minimum.
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Lemme 16 Soit Y un espace m�etrique CAT (0) complet, soit � une mesure de pro-babilit�e sur Y . Posons, pour y 2 Y , u(y) = d(�; y)2 = RY d(z; y)2 d�(z). Alorsdiam(fu � �2 + inf ug) � 2�:
Par cons�equent, u atteint son minimum sur Y , en un unique point y0, et on a, pourtout y 2 Y ,

u(y) � u(y0) + d(y; y0)2:
Preuve. Soit t 7! s(t), t 2 [�L;L], un segment g�eod�esique de vitesse 1, reliantdeux points o�u u � �2 + inf u. La fonction t 7! v(t) = u(t)� inf u� t2 est convexe,donc 0 � v(0) � 12(v(�L) + v(L)) � �2 � L2, donc L � �.Etant donn�e un complexe simplicial pond�er�e �ni (C;m) et une application g=C !Y , on applique ce lemme �a la mesure image par g de la mesure de probabilit�em=m(;).

D�e�nition 17 Soit (C;m) un complexe simplicial pond�er�e �ni, Y un espace m�etri-que CAT (0) complet, g : C ! Y une application. L'unique point de Y o�u la fonctiony 7! d(g; y)2 atteint son minimum est appel�e barycentre de g.
Exemple 18 Lorsque Y est un espace de Hilbert, le barycentre m�etrique co��ncideavec le barycentre a�ne bar(g) = (Pm(c)g(c))=Pm(c).

Etant donn�e un complexe simplicial pond�er�e (X;m), l'�etoile d'un sommet x estla r�eunion des simplexes de X qui contiennent x, et le lien de x est la r�eunion dessimplexes de l'�etoile qui ne contiennent pas x.
Le lien de x h�erite d'une pond�eration : si � est un simplexe du lien, x[ � est unsimplexe de X, et on pose mlien(�) = m(x [ �).

Proposition 19 Soit (Z;m) un complexe simplicial pond�er�e �ni de groupe fonda-mental �, soit X son revêtement universel. Soit Y un espace m�etrique CAT (0).Une application �equivariante f : X ! Y est harmonique si et seulement si pourtout sommet x 2 X, f(x) co��ncide avec le barycentre de la restriction de f au liende x,
f(x) = bar(fjlien(x)):

Preuve. En e�et, si on d�eplace de fa�con �equivariante l'image de l'orbite d'unsommet x de X, de sorte que f(x) est remplac�e par y 2 Y , l'�energie de f change deX
x02lien(x)m(x; x0)(d(f(x0); y)2 � d(f(x0); f(x))2):

Ce terme est positif ou nul pour tout y si et seulement si f(x) = bar(fjlien(x)).Exemple 20 Lorsque Y = R, on peut interpreter X comme un circuit �electrique,une fonction f comme le potentiel �electrique aux sommets du circuit, m(x; x0) commela conductance de la branche reliant x �a x0, m(x; x0)(f(x0)�f(x)) comme le courantqui passe dans cette branche. La loi de Kircho� �enonce alors que f est harmonique.
11



3.3 Bas du spectre
D�e�nition 21 Soit (C;m) un complexe simplicial pond�er�e, Y un espace m�etriqueCAT (0), g : C ! Y une application non constante. Le quotient de Rayleigh de gest

RQ(g) = E(g)d(g; bar(g))2 :
(La distance g �a l'application constante bar(g) est celle d�e�nie en 11).Le bas du spectre de (C;m) relativement �a l'espace Y est la borne inf�erieure desquotients de Rayleigh des applications non constantes de C dans Y ,

�(C;m; Y ) = infg:C!Y RQ(g):
Exemple 22 Lorsque Y = R, le bas du spectre co��ncide avec la plus petite valeurpropre non nulle du laplacien discret

g 7! �g; o�u �g(c) =Xc0�cm(c; c0)(g(c)� g(c0)):
On donnera au paragraphe 4 des exemples de bas de spectre de graphes.
Exemple 23 �(C;m; Y1 � Y2) = minf�(C;m; Y1); �(C;m; Y2)g.
En e�et, une application g : C ! Y1� Y2 s'�ecrit g = (g1; g2), le barycentre bar(g) =(bar(g1); bar(g2)), RQ(g) = RQ(g1) (resp. RQ(g2)) si g2 (resp. g1) est constante, etest un barycentre de RQ(g1) et de RQ(g2) sinon.Par cons�equent, si Y est un espace de Hilbert, alors pour tout complexe simplicialpond�er�e �ni (C;m), �(C;m; Y ) = �(C;m;R).
3.4 Cône tangent

Dans l'espace euclidien, si s(t) = y+ tv et s0(t) = y+ tv0 sont deux demi-droitesissues de y, on a pour tout t l'identit�e
jv � v0j = d(s(t); s0(t))t :

Dans un espace CAT (0), �etant donn�ees deux g�eod�esiques s et s0 d'origine y,parcourues �a vitesse constante, la fonction t 7! d(s(t);s0(t))t est croissante. On peutdonc poser
d(s; s0) = limt!0 d(s(t); s

0(t))t ;
et identi�er s et s0 si d(s; s0) = 0.
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D�e�nition 24 On obtient un espace m�etrique appel�e cône tangent de Y en y etnot�e TyY .
C'est �a nouveau un espace CAT (0), car c'est une limite d'espaces CAT (0). Ilvient avec une application � : Y ! TyY qui est isom�etrique le long de chaqueg�eod�esique issue de y, et diminue les distances en g�en�eral. � envoie un point y0 surle segment g�eod�esique de y �a y0 param�etr�e �a vitesse constante sur [0; 1].

Exemple 25 Si Y est une vari�et�e riemannienne simplement connexe �a courburen�egative ou nulle (par exemple, un espace sym�etrique de type non compact), sescônes tangents sont des espaces de Hilbert.Si Y est un arbre, ses cônes tangents sont des r�eunions de demi-droites attach�ees�a leur extr�emit�e.
Proposition 26 (Wang,[Wa]). Pour tout complexe simplicial pond�er�e �ni (C;m)et tout espace CAT (0) Y ,

�(C;m; Y ) � infy2Y �(C;m; TyY ):
Preuve. Etant donn�ee g : C ! Y , on note g0 = � � g o�u � est la projectionY ! Tbar(g)Y . Alors bar(g0) est le sommet du cône. En e�et, si t 7! s(t) est uneg�eod�esique dans Y , issue de bar(g) et parcourue �a vitesse constante, et si y 2 Y ,alors la d�eriv�ee en t = 0 de la fonction t 7! d(y; s(t)) s'exprime en fonction des points�(s(1)) et �(y) du cône tangent ([BH], corollaire II.3.6). Comme le cône tangent aucône en son sommet est le cône lui-même, � � � = �, et les fonctions t 7! d(y; s(t))et t 7! d(�(y); �(s(t))) ont même d�eriv�ee en t = 0. En faisant la moyenne sur C, ontrouve que les fonctions t 7! d(g; s(t))2 et t 7! d(� � g; �(s(t)))2 ont même d�eriv�eeen t = 0. Comme la premi�ere atteint un minimum en 0, il vient

ddtd(� � g; �(s(t)))2jt=0 � 0:
Comme cette fonction est convexe, elle atteint aussi un minimum en 0. Cela prouveque y 7! d(g0; �(y))2 atteint son minimum en bar(g), donc bar(g0) est le sommet ducône.Comme � diminue les distances, E(g0) � E(g). Comme � est isom�etrique le longdes g�eod�esiques issues de bar(g), d(g0; �(bar(g)))2 = d(g; bar(g))2. Par cons�equent,RQ(g0) � RQ(g).
Exemple 27 Si Y est une vari�et�e riemannienne simplement connexe �a courburen�egative ou nulle (e.g. un espace sym�etrique sans facteurs compacts), alors

�(C;m; Y ) = �(C;m;R):
On verra plus loin que les arbres partagent la même propri�et�e.
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3.5 Formule de Garland
Cette formule a �et�e d�ecouverte initialement par H. Garland, [Ga] : en fait, ils'agit d'une famille de formules qui s'appliquent aux cocycles harmoniques des quo-tients compacts des immeubles euclidiens, dans tous les degr�es. A. Borel [Bo2] a sug�en�eraliser la premi�ere d'entre elles �a des complexes simpliciaux quelconques. A. Zuk[Z1] a �et�e le premier �a en tirer partie en dimension in�nie. La version non lin�eaire,due �a Wang, a �et�e retrouv�ee par Gromov et Zuk.

Th�eor�eme 4 Soit Z un complexe simplicial �ni de groupe fondamental �. Soit Xson revêtement universel. Soit Y un espace m�etrique g�eod�esique, CAT (0) et complet.Soit f : X ! Y une application �equivariante. Pour x 2 X, on note
ED(f; x) = 12d(fjlien(x); f(x))2;

de sorte que
E(f) =Xz2Z ED(f; x):

Alors, si f est harmonique,
E(f) = 2Xz2Z RQ(fjlien(x))ED(f; x):

En particulier, si pour tout z 2 Z et tout y 2 Y , �(lien(z); TyY ) > 1=2, touteapplication harmonique �equivariante X ! Y est constante.
Preuve. On convient de poser m(z; z0) = 0 si z et z0 ne sont pas les extr�emit�esd'une même arête. De même, m(z; z0; z00) = 0 si z, z0 et z00 ne sont pas les sommetsd'une même face. On continue de noter (x0; x00) (resp. (x; x0; x00)) un rel�evement quel-conque �a X d'une arête (z; z0) (resp. d'une face (z; z0; z00)). En utilisant la propri�et�ede poids, il vient

E(f) = 12
X
z0;z00 m(z0; z00)jf(x0)� f(x00)j2

= 12
X
z;z0;z00 m(z; z0; z00)jf(x0)� f(x00)j2

= X
z E(fjlien(x)):

D'autre part, pour chaque x 2 X,
E(fjlien(x)) = RQ(fjlien(x))d(fjlien(x); bar(fjlien(x)))2= RQ(fjlien(x))d(fjlien(x); f(x))2= 2RQ(fjlien(x))ED(f; x):
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Supposons que pour tout z 2 Z et tout y 2 Y , �(lien(z); TyY ) � � > 0. Alors pourtout x, RQ(fjlien(x)) � �, donc
E(f) � 2�Xz ED(f; x) = 2�E(f):

Si � > 1=2, cela entrâ�ne que E(f) = 0, i.e. que f est constante.
Remarque 28 Pour appliquer le th�eor�eme 4, il su�t d'invoquer un th�eor�eme d'ex-istence d'application harmonique.
Il y a des th�eor�emes g�en�eraux d'existence, par exemple lorsque Y est localementcompact et sous une hypoth�ese suppl�ementaire sur l'action (r�eductivit�e), voir Jost[Jo]. Or le cas o�u Y n'est pas localement compact est int�eressant, comme on va levoir au paragraphe suivant.
3.6 Propri�et�e (T) de Kazhdan
D�e�nition 29 (Kazhdan [Ka]). Un groupe discret � poss�ede la propri�et�e (T) si,pour toute repr�esentation unitaire � de � sans vecteurs invariants et tout syst�emeg�en�erateur �ni S de �, il existe une constante �(S; �) > 0 telle que pour tout vecteurunitaire � 2 H�,

maxs2S j�(g)� � �j � �:
La propri�et�e (T) est clairement un ph�enom�ene li�e �a la dimension in�nie. Onrenvoie �a [DV] pour une revue de la propri�et�e (T), et notamment des exemplessuivants.

Exemple 30 Les groupes libres, les groupes moyennables n'ont pas la propri�et�e (T).Les r�eseaux irr�eductibles des groupes de Lie semi-simples autres que PO(n; 1) etPU(n; 1) ont la propri�et�e (T).
Proposition 31 Un groupe discret � a la propri�et�e (T) si et seulement si touteaction isom�etrique a�ne de � sur un espace de Hilbert poss�ede un point �xe.

Preuve. Si � a un point �xe dans tout espace de Hilbert a�ne, alors, d'apr�es lelemme 5, H1(�; �) = 0, donc l'image du cobord d : C0(�; �)! C1(�; �) est l'espacedes 1-cocycles Z1(�; �). Si H� n'a pas de vecteurs invariants, d est injectif. Soit Sun syst�eme g�en�erateur �ni de �. On munit les espaces de cochâ�nes Ck(�; �) d'unestructure hilbertienne en posant
j�j2 = X

(s0;:::;sk)2Sk
j�(s0; : : : ; sk)j2:
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Alors d est une bijection continue de C0(�; �) sur Z1(�; �). Son inverse est donccontinue. On note N la norme de l'inverse. On voit un vecteur unitaire � 2 H�comme une 0-cochâ�ne et g 7! �(g)� � � comme le 1-cocycle d�. Il vient
maxs2S j�(g)� � �j � 1pjSj jd�j � 1NpjSj j�j = 1NpjSj :

Par cons�equent, � a la propri�et�e (T).Pour la r�eciproque, on renvoie �a [DV].
3.7 In�egalit�e de Garland

Pour contourner le probl�eme de l'existence d'applications harmoniques, on vaavoir besoin d'�etendre l'identit�e du th�eor�eme 4, valable seulement pour les applica-tions harmoniques, en une in�egalit�e valable pour toutes les applications �equivarian-tes. Cette in�egalit�e fait intervenir une nouvelle quantit�e qui mesure le d�efaut d'êtreharmonique.
Remarque 32 Cas o�u Y est un espace de Hilbert. Une application �equivariantef : X ! Y est harmonique si et seulement si �f = 0, o�u le laplacien � est d�e�nipar

�f(x) = bar(f(x)� fjlien(x)):
Exemple 33 In�egalit�e de Garland, cas lin�eaire. On suppose que, pour tout pointz 2 Z, �(lien(z);R) � �. Alors, pour tout application �equivariante f : X ! Y o�uY est un espace de Hilbert, on a l'in�egalit�e

(2�� 1)E(f) � � k �f k2;
o�u k �f k2=Pzm(z)j�f(x)j2 est la norme `2 de �f .
En e�et, on compare deux expressions de l'�energie,
E(f) =Xz E(fjlien(x)); et E(f) =Xz ED(f; x) =Xz

12 k fjlien(x) � f(x) k2 :
L'hypoth�ese sur le bas du spectre des liens donne

E(f) = X
z RQ(fjlien(x)) k fjlien(x) � bar(fjlien(x)) k2

� �Xz k fjlien(x) � bar(fjlien(x)) k2 :
Pour chaque x, la fonction fjlien(x) � bar(fjlien(x)) sur lien(x) est orthogonale auxconstantes, en particulier �a �f(x) = f(x)� bar(fjlien(x)), donc, dans `2(lien(x);m),
k fjlien(x) � f(x) k2 = k fjlien(x) � bar(fjlien(x)) k2 + k f(x)� bar(fjlien(x)) k2= k fjlien(x) � bar(fjlien(x)) k2 +m(x)j�f(x)j2:
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Il vient
E(f) � �Xz k fjlien(x) � f(x) k2 ��Xz m(x)j�f(x)j2

= 2�E(f)� � k �f k2 :
Il s'agit de g�en�eraliser cette in�egalit�e au cas non lin�eaire. On va seulement perdresur la constante. La g�en�eralisation non lin�eaire suivante du laplacien est due �a Izekiet Nayatani.

D�e�nition 34 Soit f : X ! Y une application �equivariante. Pour x 2 X, on note��f(x) 2 Tf(x)Y le barycentre de la fonction fx = � � fjlien(x) d�e�nie sur le lien dex, �a valeurs dans le cône tangent �a Y en f(x). On note j � �f(x)j la distance de��f(x) au sommet du cône, et
j ��f j2 =Xz m(z)j ��f(x)j2:

Remarquer que f est harmonique si et seulement si j ��f j = 0.
Proposition 35 Soit Z un complexe simplicial �ni de groupe fondamental �. SoitX son revêtement universel. Soit Y un espace m�etrique g�eod�esique, CAT (0) et com-plet. Soit f : X ! Y une application �equivariante. On suppose que, pour tout z 2 Zet tout y 2 Y , �(lien(z); TyY ) � � > 1=2. Alors

(2�� 1)2E(f) � 8�2j ��f j2:
Preuve. Reprenons la preuve de la formule de Garland. La premi�ere �etape estvalable pour toute application �equivariante f ,

E(f) =Xz E(fjlien(x)):
Fixons x 2 X. Comme la projection � : Y ! Tf(x)Y diminue les distances et doncles �energies,

E(fjlien(x)) � E(fx):
Par d�e�nition du quotient de Rayleigh dans le cône tangent,

E(fx) = RQ(fx)d(fx; bar(fx))2:
Avec l'hypoth�ese sur le bas du spectre, on a donc

E(f) � �Xz d(fx; bar(fx))2: (1)
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Or on se rappelle que
E(f) =Xz ED(f; x) =Xz

12d(fjlien(x); f(x))2:
Etant donn�e x 2 X, on va donc comparer d(fx; bar(fx))2 �a 2ED(f; x). Notons bx(resp. ox) l'application constante qui envoie lien(x) sur bar(fx) (resp. sur le som-met du cône Tf(x)Y ). Par d�e�nition du laplacien, d(bx; ox)2 =Px02lien(x)m(x; x0)j ��f(x)j2 = m(x)j � �f(x)j2. Comme � est radialement isom�etrique, d(fx; ox)2 =d(fjlien(x); f(x))2 = 2ED(f; x). Alors

jd(fx; bar(fx))2 � 2ED(f; x)j = jd(fx; bx)2 � d(fx; ox)2j= jd(fx; bx) + d(fx; ox)jjd(fx; bx)� d(fx; ox)j� 2 d(fx; ox)d(bx; ox)= 2p2ED(f; x)pm(x)j ��f(x)j;
par la propri�et�e de minimum du barycentre et l'in�egalit�e triangulaire. Il vient
jXz d(fx; bar(fx))2 � 2E(f)j � X

z jd(fx; bar(fx))2 � 2ED(f; x)j
� X

z 2p2ED(f; x)pm(x)j ��f(x)j
� 2(Xz 2ED(f; x))1=2(Xz m(x)j ��f(x)j2)1=2
= 2p2E(f)j ��f j;

d'o�u X
z d(fx; bar(fx))2 � 2E(f)� 2p2E(f)j ��f j:

On revient �a l'in�egalit�e 1. Elle donne
E(f) � �(2E(f)� 2p2E(f)j ��f j);

d'o�u
(2�� 1)E(f)� 2�p2E(f)j ��f j � 0;

soit, si 2�� 1 � 0,
(2�� 1)2E(f) � 8�2j ��f j2:

3.8 Un th�eor�eme de point �xe en dimension in�nie
Corollaire 36 (Iseki-Nayatani [IN]). Soit Z un complexe simplicial �ni de groupefondamental �. Soit X son revêtement universel. Soit Y un espace m�etrique g�e-od�esique, CAT (0) et complet. On suppose que pour tout z 2 Z et tout y 2 Y ,�(lien(z); TyY ) > 1=2. Alors toute action isom�etrique de � sur Y poss�ede un point�xe.
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Preuve. On tire parti de l'in�egalit�e de Garland pour d�eformer directement uneapplication �equivariante f0 quelconque en une application constante. Iseki et Naya-tani invoquent un r�esultat de U. Mayer, [May]. Mayer construit un 
ot de gradientpour toute fonction convexe continue sur un espace CAT (0) complet. Cela s'ap-plique �a l'�energie sur l'espace des applications �equivariantes (remarque 14). On dis-pose donc, pour toute application initiale f0, d'une ligne de gradient t 7! ft, solutionen un sens faible de l'�equation di��erentielle
dftdt = �gradftE = 2(��ft):

Alors ddtE(ft) = �jgradftEj2 = �4j ��ftj2:
Sous l'hypoth�ese �(lien(z); TyY ) � � > 1=2, l'in�egalit�e de Garland, proposition35, entrâ�ne l'in�equation di��erentielle

ddtE(ft) � �(2�� 1)22�2 E(ft):
L'�energie d�ecrô�t donc exponentiellement.Comme

jdftdt j2 = �jgradftEj2 = � ddtE(ft);l'int�egrale Z +1
0 jdftdt j2E(ft)�1=2 dt = 2E(f0)1=2

est �nie, d'o�uZ +1
0 jdftdt j dt � (Z +1

0 jdftdt j2E(ft)�1=2 dt)1=2(
Z +1
0 E(ft)1=2 dt)1=2 <1:

Autrement dit, la courbe t 7! ft est de longueur �nie.On conclut que ft converge vers une application constante.
3.9 Bas du spectre, version Gromov

Dans [Gr3], M. Gromov donne un r�esultat tr�es voisin, n�ecessitant une hypoth�eseun peu plus forte. Commen�cons par une variante de la d�e�nition 21. La terminologieest emprunt�ee �a [Pi].
D�e�nition 37 Soit (C;m) un graphe pond�er�e. Soit Y un espace m�etrique. Soitg : C ! Y . Le quotient de Rayleigh, version Gromov est RQGro(g) = E(g)=F (g),o�u

F (g) = 12m(;)
X
c; c0 m(c)m(c0)d(g(c); g(c0))2:
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Le bas du spectre, version Gromov �Gro(C;m; Y ) est la borne inf�erieure des RQGro(g),sur toutes les applications non constantes g : C ! Y .
Lorsque l'espace d'arriv�ee est euclidien, F (g) = d(g; bar(g))2, donc �Gro(C;m;R) =�(C;m;R). Comme pour le bas du spectre de Wang,

�Gro(C;m; Y1 � Y2) = minf�Gro(C;m; Y1); �Gro(C;m; Y2)g:
Lemme 38 Soit Y un espace CAT (0). Pour tout graphe pond�er�e (C;m),

�Gro(C;m; Y ) � �(C;m; Y ):
Preuve. Soit c 2 C. Le lemme 16 appliqu�e �a y = g(c) donneX
c0 m(c0)d(g(c); g(c0))2 �Xc0 m(c0)d(g(c0); bar(g))2 +m(;)d(g(c); bar(g))2:

En sommant sur c, il vient
m(;)F (G) � X

c m(c)d(g; bar(g))2 +m(;)Xc m(c)d(g(c); bar(g))2
= 2m(;)d(g; bar(g))2:

On conclut que �Gro � �.
Gromov prouve le th�eor�eme 36 sous l'hypoth�ese �Gro(liens; cones) > 1=2. Aulieu d'utiliser le 
ot du gradient de l'�energie, il en construit une approximation �atemps discret, qui diminue strictement l'�energie. Pour des expos�es de l'argument deGromov, voir [Pi] ou [NS].

4 Calculs de bas de spectre
Dans cette section, on donne des exemples de bas de spectre pour des graphesmunis du poids naturel : toutes les arêtes ont un poids �egal �a 1, et les sommets unpoids �egal �a leur valence.

4.1 Bas du spectre scalaire des immeubles
Exemple 39 Si Ck est un cycle de longueur k,

�(Ck;R) = 12 j1� e2i�=kj2:
En e�et, on utilise la transformation de Fourier discr�ete pour diagonaliser la formequadratique �energie. Les valeurs propres sont les 12 j1� �j2 o�u � parcourt les racinesk-�emes de l'unit�e, et � = 1 correspond aux fonctions constantes.
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On ne trouve �(Ck;R) > 1=2 que si k � 5. Un complexe simplicial dont lesliens sont des cycles de longueur � 5 est une surface �a courbure positive, dont legroupe fondamental est �ni. La propri�et�e de point �xe pour tout espace CAT (0) estimm�ediate, le th�eor�eme 36 n'apporte pas grand chose. On trouve que �(C6;R) = 1=2,c'est le cas limite pour l'application du th�eor�eme 36. On essaiera d'en tirer parti auparagraphe 4.5.
D�e�nition 40 On appelle triangle g�en�eralis�e un graphe ayant la propri�et�e suivante :tout cycle est de longueur au moins 6, et deux arêtes quelconques sont contenues dansun cycle de longueur 6.
Exemple 41 Soit F un corps �ni �a q �el�ements. Consid�erons le graphe biparti dontl'ensemble des sommets est la r�eunion de l'ensemble des points et de l'ensemble desdroites du plan projectif FP 2. On met une arête entre un point p et une droite d sip 2 d. Il s'agit d'un triangle g�en�eralis�e de valence q + 1.
En e�et, un cycle correspond �a un polygone, qui a au moins 3 côt�es, donc le cycleest de longueur au moins 6. Deux paires (p 2 d) et (p0 2 d0) sont toujours contenuesdans un triangle.
Proposition 42 (W. Feit, G. Higman [FH]). Si C est un triangle g�en�eralis�e devalence q, alors

�(C;R) = 1� pq � 2q � 1 :
Les immeubles de type ~A2 sont les complexes simpliciaux dont les liens sont destriangles g�en�eralis�es. Le th�eor�eme 36 et la propri�et�e 31 entrâ�nent que les groupesdiscrets cocompacts d'automorphismes des immeubles de type ~A2 ont la propri�et�ede point �xe sur les espaces de Hilbert, i.e. la propri�et�e (T), [P1], [P2], [Z1].

4.2 Bas du spectre scalaire d'un graphe g�en�erique
\La plupart des graphes ont un bas du spectre proche de 1, lorsque le nombre desommets est grand par rapport �a la valence". Comment pr�eciser cet �enonc�e ?Tout graphe �a n sommets de valence 2d peut-être obtenu de la fa�con suivante :�etant donn�e un ensemble S �a n �el�ements, on se donne d permutations �1; : : : ; �d deS, on construit un graphe 
(�1; : : : ; �d) de valence 2d dont l'ensemble des sommetsest S en reliant chaque sommet s 2 S aux sommets �1(s); : : : ; �d(s). Noter qu'onaccepte les arêtes multiples (cas o�u �i(s) = �j(s) ou ��1j (s)) et les boucles reliantun sommet �a lui-même (cas o�u �i(s) = s).On utilise la mesure de probabilit�e unifome sur les d-uplets de permutations (leproduit de d copies du groupe sym�etrique Sn), et la mesure image par l'application
 sur les graphes. On obtient ainsi une loi de probabilit�e sur l'ensemble L(n; d) desgraphes �a n sommets de valence 2d. On choisit le poids m uniforme qui vaut 1 surchaque arête et donc 2d en chaque sommet.
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Th�eor�eme 5 (A. Broder, E. Shamir, [BS]). Lorsque n tend vers l'in�ni, la propor-tion de graphes dans L(n; d) dont le bas du spectre est proche de 1 tend vers 1. Pluspr�ecis�ement (J. Friedman, [Fr]), il existe une constante c ind�ependante de k telleque la proportion de graphes C dans L(n; d) dont le bas du spectre satisfait
�(C;R) � 1� (p2d� 1d + log(2d)2d + cd)

tend vers 1 quand n tend vers l'in�ni.
Preuve. On donne seulement les grandes lignes de la preuve du r�esultat deBroder et Shamir.1. Concentration. La fonction � : (Sn)d ! R qui �a un d-uplet de permutations�1; : : : ; �d, associe le bas du spectre du graphe 
(�1; : : : ; �d), est lipschitzienne ausens suivant. Si deux d-uplets � et �0 ne di��erent que par une des permutations,alors

j�(�)� �(�0)j � 4d:
En e�et, soit g : S ! R une fonction telle que bar(g) = 0. Le d�enominateurd(g; bar(g))2 = 2dXs jg(s) � bar(g)j2 du quotient de Rayleigh ne d�epend pas des
arêtes. Quant au num�erateur, il vaut

E(g) = 12
X
s2S

dX
i=1 (jg(s)� g(�i(s))j2 + jg(s)� g(��1i (s))j2)

= X
s2S

dX
i=1 jg(s)� g(�i(s))j2:

Si deux d-uplets � et �0 ne di��erent que par la j-�eme permutation, alors
jE�(g)� E�0(g)j � 12

X
s2S (jg(s)� g(�j(s))j2 � jg(s)� g(�0�1j (s))j2)

� X
s2S 2(jg(s)j2 + jg(�j(s))j2 + jg(s)j2 + jg(�0j(s))j2)

� 8Xs2S jg(s)j2
= 4dd(g; bar(g))2:

En prenant la borne inf�erieure sur toutes les fonctions g de moyenne nulle, on obtientl'in�egalit�e annonc�ee, laquelle �enonce que la fonction � est 1-lipschitzienne pour ladistance sur (Sn)d produit (au sens `1) de la distance sur Sn qui met deux permu-tations quelconques �a distance 4=d l'une de l'autre.
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D'un r�esultat de concentration (voir [Le], Corollary 1.17), il r�esulte que, horsd'un sous-ensemble de (Sn)d de mesure exponentiellement petite, la fonction � esttr�es proche de son esp�erance. Pr�ecis�ement, pour tout r > 0,
P (� < E(�)� r) < e�r2=2D2 ;

o�u D2 est la somme des carr�es des diam�etres de chaque copie de (Sn)d, soit d �(4=d)2 = 16=d. En prenant r de l'ordre de 1pd , on voit qu'il su�t de minorerl'esp�erance de la variable �.2. Lien entre bas du spectre et probabilit�e de retour. On consid�ere la marcheal�eatoire simple sur le graphe 
(�). La matrice P des probabilit�es de transition estP (s; s0) = 1k s'il existe i tel que s0 = �i(s) ou s0 = ��1i (s), P (s; s0) = 0 sinon. Laprobabilit�e qu'une marche al�eatoire issue de s revienne en s au bout de 2k pas est lecoe�cient de matrice P 2k(s; s). La probabilit�e qu'une marche al�eatoire partie d'unpoint quelconque y revienne au bout de 2k pas est �egale �a la trace tr(P 2k). Notons1 = �1 � � � � � �n les valeurs propres de P . Alors le bas du spectre � = 1��2, d'o�u
tr(P 2k) = 1 + �2k2 + � � �+ �2kn � 1 + �2k2 = 1 + (1� �)2k:

On voit � comme une variable al�eatoire sur (Sn)d. Il vient
1� E(�) = E(1� �) � E((1� �)2k)1=2k � (tr(P 2k)� 1)1=2k:

3. Estimation de l'esp�erance de la probabilit�e de retour. Faire un pas au hasard�a partir de s consiste �a tirer au hasard l'un des points ��i (s). Marcher au hasardpendant le temps 2k �a partir de s consiste �a choisir ind�ependamment 2k indicesdans f1; : : : ; dg��1. Un tel choix peut-être vu comme une marche dans le mono��delibre M engendr�e par 2d symboles f�1; ��11 ; : : : ; �d; ��1d g. Marchons maintenant auhasard dans un graphe tir�e au hasard. On intervertit les tirages al�eatoires. On tired'abord le mot � de longueur 2k dans M, puis le d-uplet � dans (Sn)d. Fixonsun sommet s0. Alors 1n(n!)d(2d)2kE(tr(P 2k)) est �egal au nombre de tirages � et �donnant une marche qui part et se termine en s0.Si le mot � n'est pas r�eduit dans le groupe libre de g�en�erateurs f�1; : : : ; �dg, lamarche fait des aller-retour sans int�erêt. On majore ais�ement le nombre de motsnon r�eduits. La contribution principale vient des mots triviaux dans le groupe libre.Leur probabilit�e est contrôl�ee par le bas du spectre d'un arbre r�egulier de valence2d, elle est inf�erieure �a (2=d)k.D�esormais, on suppose le mot � r�eduit. La contribution principale va venirdes marches qui ne passent jamais deux fois par le même sommet jusqu'au temps2k � 1. En e�et, lorsque, �a � �x�e, on compte le nombre de d-uplets � qui r�ealisentune trajectoire donn�ee, chaque sommet rencontr�e pour la premi�ere fois donne uneseule contrainte sur une permutation �i, alors qu'un sommet d�ej�a rencontr�e (auto-intersection) en impose deux. La probabilit�e qu'une marche se recoupe avant derevenir en s0 est donc au moins n fois plus petite que la probabilit�e qu'une marcherevienne en s0 sans se recouper, laquelle est inf�erieure �a 1n� k .
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On obtient donc une majoration de la forme E(tr(P 2k)) � n((2d)k + 1n� k +
reste). On choisit k de l'ordre de logd(n) et on conclut que E(�) se comporteasymptotiquement en d comme pour l'arbre r�egulier de valence 2d, pour lequel
� = 1� 2p2d� 12d .
Remarque 43 Le mod�ele avec les permutations peut parâ�tre arti�ciel. Il est simple-ment commode. Une modi�cation l�eg�ere permet d'�etendre la conclusion du th�eor�eme5 �a la mesure uniforme sur l'ensemble L(n; d). On peut même �eliminer les graphesposs�edant des arêtes multiples ou des boucles, voir [BS].
4.3 Bas du spectre �a valeurs dans un arbre

On rappelle que, d'apr�es la proposition 26, pour minorer �(C;m; Y ) pour unespace CAT (0) Y , il su�t de traiter ses cônes tangents. Plus pr�ecis�ement, il su�tde minorer RQ(g) lorsque g : C ! Y a son barycentre au sommet du cône.
Proposition 44 Si Y est un arbre, alors pour tout graphe pond�er�e (C;m),

�(C;m; Y ) = �(C;m;R):
Preuve. Un cône tangent �a un arbre est ou bien une droite (dans ce cas, il n'ya rien �a prouver), ou bien une gerbe de demi-droites D1; : : : ; Dn de même origine.Soit g : C ! SiDi une application dont le barycentre est au sommet. Notons ai lasomme pond�er�ee des distances au sommet des points de g(C) se trouvant dans lademi-droite Di. Comme bar(g) est au sommet, pour tout i = 1; : : : ; n,

ai �Xj 6=i aj:
En e�et, lorsqu'on avance dans la branche Di, la d�eriv�ee de la fonction d(g; �)2�a l'origine est �ai +Pj 6=i aj � 0. Par cons�equent, il existe un polygone dans leplan euclidien dont les longueurs des côt�es sont les ai. Autrement dit, il existedes vecteurs unitaires e1; : : : ; en dans R2 tels que Pni=1 aiei = 0. On d�e�nit uneapplication g0 : C ! R2 en posant g0(c) = d(g(c); bar(g))ei lorsque g(c) 2 Di. Alorsbar(g0) = 0, E(g0) � E(g) et d(g0; bar(g0))2 = d(g; bar(g))2, donc RQ(g0) � RQ(g).On conclut que �(C;m; Y ) � �(C;m;R2) = �(C;m;R), puis, comme Y contientdes copies isom�etriques de R, que �(C;m; Y ) = �(C;m;R).
4.4 Ultralimites

Soit Yj une suite d'espaces m�etriques. On se donne une suite de points yj 2 Yjet un ultra�ltre ! sur N. On consid�ere l'ensemble des suites (xj)j2N de pointsxj 2 Yj telles que la distance d(xj; yj) reste born�ee. On le munit de la semi-distance d((xj); (x0j)) = lim! d(xj; x0j). On quotiente par la relation (xj) � (x0j) sid((xj); (x0j)) = 0. L'espace m�etrique obtenu est not�e lim!(Yj). C'est une ultralimitede la suite Yj.
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Lemme 45 Soient Yj des espaces CAT (0). Soit Y une ultralimite des Yj. Alors Yest CAT (0) et pour tout graphe pond�er�e �ni (C;m),
�(C; Y ) � lim supj!1 �(C; Yj):

Preuve. Soit ! un ultra�ltre tel que (Y; y) = lim!(Yj; yj). Etant donn�ee g :C ! Y , choisissons pour chacun des points g(c) 2 Y une suite qui le repr�esente. Onla note (gj(c))j2N. Alors lim! E(gj) = E(g). La suite (bar(gj)) restant �a distanceborn�ee de l'image de gj, elle repr�esente un point z 2 Y , et lim! d(gj; bar(gj))2 =d(g; z)2 � d(g; bar(g))2, donc
lim! RQ(gj) � RQ(g):

On conclut que
lim supj!1 �(C; Yj) � �(C; Y ):

Exemple 46 Les cônes asymptotiques d'un espace m�etrique Y sont les ultralimitesfaibles des espaces homoth�etiques �Y .
Ils sont d�e�nis comme suit. On se donne une suite de points yj 2 Y , une suite denombres dj tendant vers +1 et un ultra�ltre ! sur N. On note alors cone!(Y ) =lim!(d�1j Yj; yj).
Corollaire 47 (Gromov, [Gr3]). Soit M une vari�et�e riemannienne simplement con-nexe, �a courbure sectionnelle n�egative ou nulle. Soit cone!(M) un cône asymptotiquede M . Alors pour tout graphe pond�er�e �ni (C;m),

�(C; cone!(M)) � �(C;R):
Exemple 48 Les cônes asymptotiques des espaces sym�etriques sont des immeubleseuclidiens. Pour de tels immeubles I, on a donc, pour tout graphe pond�er�e �ni(C;m),

�(C; I) � �(C;R):
Remarque 49 L'in�egalit�e 48 ne peut être v�eri��ee par tous les immeubles euclidiens.
En e�et, soit I un immeuble euclidien localement �ni de dimension d � 2. SoitC = lien(x) le lien d'un sommet, muni de la pond�eration naturelle, qui donne lepoids 1 aux simplexes de dimension d. Il est fr�equent que �(C;R) > 1=2 (c'estle cas pour les immeubles de type ~A2, d'apr�es la proposition 42 ; pour les autresimmeubles, voir par exemple [Ga]). Il est aussi fr�equent que I poss�ede un groupediscret cocompact d'isom�etries. Si on avait �(C; I) � �(C;R), on prouverait �a l'aidedu th�eor�eme 4 que toute application harmonique �equivariante I ! I est constante.Or l'identit�e id : I ! I est harmonique non constante, contradiction.
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4.5 In�egalit�es de Wirtinger
D�e�nition 50 Soit C un graphe �ni non pond�er�e, soit Y un espace m�etrique, soitg : C ! Y . Pour j = 1; 2; : : :, on note

Ej(g) = 12
X
c2C

X
d(c;c0)=j d(g(c); g(c

0))2:
Autrement dit, pour j = 1, E1 est l'�energie relative �a la pond�eration uniforme(chaque arête a un poids �egal �a 1). Pour la même pond�eration, F = 1m(;)

X
j�1 Ej,

o�u m(;) est �egal �a deux fois le nombre d'arêtes de C.
Exemple 51 Cas du k-cycle Ck.
Soit Ck le graphe form�e d'un unique cycle de k arêtes, avec la pond�eration uniforme.Soit g : Ck ! R2 un plongement de Ck comme un polygone r�egulier �a k côt�es dansle plan euclidien, inscrit dans un cercle de rayon 1. On note W (k; 1) = E(g) =4k sin2(�=k) son �energie. Alors Ej(g) =: W (k; j) = 4k sin2(�j=k).

En rouge, le graphe C6. En bleu, les couples de points entrant dans la d�e�nition deE2.
D�e�nition 52 Suivant Gromov [Gr2], on dit qu'un espace m�etrique Y satisfait �al'in�egalit�e de Wirtinger Wirk si, pour toute application g : Ck ! Y , et pour toutj = 1; : : : ; k,

E(g)Ej(g) � W (k; 1)W (k; j) :
Proposition 53 Les espaces euclidiens satisfont �a toutes les in�egalit�es de WirtingerWirk, k � 4.

Preuve. Soit g : Ck ! Rn. On identi�e Ck �a l'ensemble des racines k-�emesde l'unit�e dans C, et on note � = e2i�=k. On d�ecompose g en s�erie de Fourier
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discr�ete g = Pk̀=1 g`, o�u g`(�c) = �`g`(c). D'apr�es l'identit�e de Bessel-Parseval,cette d�ecomposition est orthogonale pour la norme `2,X
c jg(c)j2 =X`

X
c jg`(c)j2:

Comme
Ej(g) = X

c jg(�jc)� g(c)j2
= X

c jX` (g`(�jc)� g`(c))j2
= X

c jX` (�j` � 1)g`(c)j2
= X

` j�j` � 1j2Xc jg`(c)j2;
la forme hermitienne Ej est diagonale. Par cons�equent, la borne inf�erieure des
nombres E1(g)=Ej(g) est �egale au plus petit des quotients j�` � 1j2j�j` � 1j2 , ` = 0; : : : ; k�1.
On v�eri�e ais�ement que le quotient est minimum exactement lorsque ` = 1 ou` = k � 1. La fonction g : Ck ! R2 d�e�nie par g(c) = (<e(c);=m(c)) r�ealise ceminimum, donc celui-ci est �egal �a W (k;1)W (k;j) .Pour un usage ult�erieur, remarquons que, pour une application g : Ck ! Rn,E1(g)=Ej(G) = W (k;1)W (k;j) si et seulement si il existe des vecteurs u 2 Rn et v 2 Cn
tels que g(c) = u + cv + cv, i.e. si g est la restriction aux racines de l'unit�e d'uneapplication R-a�ne de C dans Rn.
Th�eor�eme 6 (M. Gromov, [Gr2] section 25). Tout espace CAT (0) satisfait auxin�egalit�es de Wirtinger Wirk pour tout k � 4.

Preuve. Etant donn�ee g : Ck ! Y , on �equipe chaque arête cc0 de Ck de lam�etrique qui lui donne la longueur d(g(c); g(c0)), de sorte que Ck devient un cercle@D. On prolonge g en une application isom�etrique f : @D ! Y . Puis on prolongef au disque D de sorte que la m�etrique induite sur D soit �a courbure n�egative ounulle. Dans le cas o�u Y est un poly�edre (le seul que nous traiterons ici), il su�t deprendre pour f une surface r�egl�ee, par exemple un cône sur fj@D, la m�etrique induiteest alors riemannienne plate avec un nombre �ni de singularit�es côniques.Suivant A. Weil [W1], on change la m�etrique induite ds2 en une m�etrique rie-mannienne plate ds20 � ds2 qui co��ncide avec ds2 le long du bord. En e�et, parrepr�esentation conforme, quitte �a composer f avec un hom�eomorphisme quasicon-forme du disque, ds2 = e�2�(du2 + dv2). La courbure K = e2��� �etant n�egative ounulle, la fonction harmonique �0 qui vaut � au bord satisfait � � �0 �a l'int�erieur, etds20 = e�2�0(du2 + dv2) est plate.
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Suivant Yu. Reshetnyak, [R1], [R2], il existe un convexe D0 � R2 et un hom�eo-morphisme (D; ds20)! D0 qui augmente (au sens large) les distances, et pr�eserve lalongueur du bord.La restriction de cet hom�eomorphisme �a Ck, est une application g0 : Ck ! R2telle que, pour toute arête cc0 de Ck, d(g0(c); g0(c0)) = d(g(c); g(c0)), et pour toutepaire de sommets c, c0, d(g0(c); g0(c0)) � d(g(c); g(c0)). Par cons�equent, E1(g0) =E1(g), et pour j � 1, Ej(g0) � Ej(g), donc
E1(g)Ej(g) � E1(g0)Ej(g0) � W (k; 1)W (k; j) ;

d'apr�es la proposition 53.
Lemme 54 Si Y satisfait �a l'in�egalit�e de Wirtinger Wirk, alors le bas du spectredu cycle Ck �a valeurs dans Y est au moins �egal au bas du spectre �a valeurs dans R,

�Gro(Ck; Y ) � �Gro(Ck;R):
Preuve. Si g : Ck ! Y ,

RQGro(g)�1 = F (g)E(g)
= 1E(g) 12k

X
j�1 Ej(g)

� 1E(g) 12k
X
j�1

W (k; j)W (k; 1)E1(g)
= RGGro(g0)�1;

o�u g0 est un polygone r�egulier dans le plan euclidien.S'il existe une application g : Ck ! Y dont le quotient de Rayleigh est �egal �a�Gro(Ck;R), alors on a E(g)Ej(g) = W (k;j)W (k;1) pour tout j = 1; : : : ; bk=2c.
Proposition 55 Soit C un graphe de diam�etre k muni de la pond�eration uniforme.Soit C une famille non vide de k-cycles plong�es isom�etriquement dans C. On supposeque, �etant donn�es deux sommets c et c0 de C le nombre NC(c; c0) de cycles de lafamille C qui passent par c et c0 ne d�epend que de la distance j = d(c; c0), NC(c; c0) =Nd(c;c0) = Nj.Soit Y un espace m�etrique qui satisfait �a l'in�egalit�e de Wirtinger Wirk. Alorsle bas du spectre (au sens de Gromov) de C �a valeurs dans Y est minor�e par uneconstante

�Gro(C; Y ) � �(k);
optimale au sens suivant. Si C admet un plongement isom�etrique dans un espaceY0 tel que chaque cycle de C soit envoy�e sur un polygone r�egulier contenu dans unplan euclidien plong�e isom�etriquement dans Y0, alors �(k) est �egale au quotient deRayleigh (selon Wang ou Gromov) de ce plongement.
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Preuve. Soit PC l'ensemble des param�etrisations de cycles de C, i.e. des iso-m�etries h : Ck ! C dont l'image appartient �a C. Si c et c0 2 C sont �a distancej � 1, le nombre de triplets (h; z; z0) 2 PC �Ck �Ck tels que h(z) = c et h(z0) = c0est �egal �a Nj si j 6= k=2, et �a 2N(k=2) sinon. En e�et, pour tout couple z et z0 �adistance j < k=2, et pour tout cycle de C passant par c et c0, il existe une uniqueparam�etrisation qui envoie z sur c et z0 sur c0, et il en existe deux si d(z; z0) = k=2.On notera donc
~Nj = � Nj si j < k=2;2N(k=2) sinon:

Soit g : C ! Y et j 2 f1; : : : ; bk=2cg,
X
h2PCEj(g � h) = 12

X
h2PC

X
z2Ck

X
fz02Ck j d(z;z0)=jg d(g � h(z); g � h(z

0))2
= 12

X
c2C

X
fc02C j d(c;c0)=jg

X
f(h;z;z0) jh(z)=c; h(z0)=c0g d(g(c); g(c

0))2
= ~NjEj(g):

Comme Y satisfait Wirk, pour tout h, Ej(g � h) � W (k; j)W (k; 1)E1(g � h), donc
Ej � W (k; j)~NjW (k; 1)E1(g);

F (g) � E(g) bk=2cX
j=1

W (k; j)~NjW (k; 1) ;
soit RQGro(g) � �(k), o�u �(k) est l'inverse de Pbk=2cj=1 W (k;j)~NjW (k;1) .Supposons qu'il existe un espace CAT (0) Y0 et un point y0 2 Y0 tels que, pourchaque cycle � de C, gj� factorise par le plongement de � comme polygone r�egulierd'un plan euclidien, puis par un plongement isom�etrique de ce plan dans Y0 quienvoie le centre du polygone sur y0. Alors l'in�egalit�e Wirk est une �egalit�e pourchaque k-cycle, donc RQGro(g) = �(k).Montrons que dans ce cas, RQ(g) = RQGro(g). Pour chaque cycle � de C, notons�� l'image par g de la mesure de probabilit�e uniforme sur les sommets de � et � lasomme des mesures ��, normalis�ee pour devenir une mesure de probabilit�e. Toutesces mesures ont le même barycentre y0. On applique le lemme 16 �a chaque mesure�� : c'est une �egalit�e �a chaque fois. Par cons�equent, le lemme 16 est une �egalit�epour la mesure �, laquelle n'est autre que l'image par g de la mesure de probabilit�euniforme m=m(;) sur les sommets de C. On conclut que pour tout sommet c de C,X

c0 m(c0)d(g(c); g(c0))2 =Xc0 m(c0)d(g(c0); y0)2 +m(;)d(g(c); y0)2;
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puis, en sommant sur c, que
m(;)F (g) = 2m(;)d(g; y0)2;

donc l'in�egalit�e du lemme 38 est une �egalit�e, RQ(g) = RQGro(g) = �(k).
Exemple 56 Cas des immeubles euclidiens.
Soit I un immeuble euclidien localement �ni de dimension 2. Soit L le lien d'unsommet dans I. Alors L est un immeuble sph�erique de rang 1. Soit C l'ensemblede ses appartements. Chaque appartement est un k-cycle, avec k = 4, 6, 8 ou 12,il est plong�e isom�etriquement. Le nombre d'appartements contenant deux points ned�epend que de leur distance. La proposition 55 s'applique, le cas d'�egalit�e est r�ealis�epar le plongement naturel du lien � : L � I.
Corollaire 57 Soit I un immeuble euclidien localement �ni de dimension 2, soitL le lien d'un sommet de I, muni de la pond�eration uniforme. Soit Y un espacem�etrique qui satisfait �a l'in�egalit�e Wirk, o�u k est le nombre de sommets des appar-tements de L. Alors

�(L; Y ) � �Gro(L; Y ) � RQGro(� : L! I) = RQ(� : L! I) = 12 j1� e2i�=kj2;
avec �egalit�es pour Y = I.

Preuve. Pour le plongement � : L � I, chaque sommet de L est �a distance 1 dubarycentre, deux sommets voisins dans L se trouvent �a distance j1� e2i�=kj dans I,donc RQ(�) = 12 j1� e2i�=kj2.
Exemple 58 Dans le cas des immeubles de type ~A2, on trouve que, pour tout espacem�etrique CAT (0) Y , �(L; Y ) � �Gro(L; Y ) � 12 , avec �egalit�e lorsque Y = I.
4.6 Sp�eculation

Soit I un immeuble de type ~A2, � un groupe discret cocompact d'automor-phismes de I, Y un espace m�etrique CAT (0), f : I ! Y une application har-monique �equivariante. Si f n'est pas constante, alors en chaque sommet x de I,RQ(fjlien(x)) = 12 . En analysant le cas d'�egalit�e dans chacune des in�egalit�es 53 �a55, on devrait pouvoir en d�eduire que f est une homoth�etie sur un sous-ensembleconvexe de Y . En analysant le cas de presque �egalit�e (quelles sont les cons�equencesdu fait que RQ(g) est proche de 12 pour une application g : lien(x) ! Y ), on de-vrait pouvoir montrer que le 
ot de Mayer converge ou bien vers une constante, oubien vers une homoth�etie. Lorsque I est un immeuble exotique (isom�etrique �a aucunimmeuble associ�e �a un groupe r�eductif sur un corps local non archim�edien, de tels im-meubles existent et ont parfois des groupes discrets cocompacts d'automorphismes,voir [CMSZ], [Bar]), on devrait pouvoir conclure que � n'est pas lin�eaire.
30



L'argument de la proposition 55 est sugg�er�e par l'observation suivante, d�evelop-p�ee dans [P2] : la formule de Garland, dans le cas des immeubles de dimension2, s'obtient en moyennant sur les appartements une formule na��ve. Le fait que lesappartements soient plats semble essentiel.La formule de Garland �enonc�ee plus haut pour les complexes simpliciaux, estpurement combinatoire. Elle ne tient pas compte de la g�eom�etrie des triangles. C'estpourquoi elle ne donne aucun r�esultat utilisable pour les immeubles de type ~B2 (resp.~G2), dont les appartements sont plats �a condition de d�ecider que chaque simplexeest isom�etrique �a un triangle rectangle isoc�ele (resp. demi-triangle �equilat�eral), dontcertains liens ont pour appartements des cycles de longueur 8 (resp. 12). Il faudraitadapter la formule �a la g�eom�etrie, de sorte qu'elle devienne critique pour des trianglesdont un angle vaut 2�=k, pour k quelconque. En dehors des immeubles sph�eriquesde dimension 1 (appel�es aussi n-gones g�en�eralis�es), il y a peut-être d'autres graphesqui sont, au moins approximativement, bien balay�es par des cycles. Les graphesal�eatoires semblent de bons candidats.
5 Groupes al�eatoires

On donne les d�e�nitions permettant de comprendre l'�enonc�e de la question 2 etdeux r�esultats partiels.
5.1 Mod�eles de groupes al�eatoires �a densit�e

D'apr�es Gromov [Gr1], un mod�ele de groupes al�eatoires consiste �a se donnerune famille de lois de probabilit�e sur l'ensemble des pr�esentations de groupes. Unepr�esentation de groupe, c'est un ensemble de g�en�erateurs S et un ensemble de rela-teurs R, i.e. un sous-ensemble du groupe libre FS. Dans ce texte, on va d�ecrire desmod�eles portant sur des pr�esentations �nies. Pour simpli�er, on se limite �a des loisuniformes sur des ensembles �nis. Il y a alors trois param�etres en jeu : le nombrem d'�el�ements de S, la longueur (ou bien longueur maximale) ` des �el�ements de Ret le nombre N de relateurs. Un trop grand nombre de relateurs risque de rendrele groupe quotient G = hS jRi trivial. Gromov a d�ecouvert que même en prenantpour N une puissance du nombre de choix possibles, le groupe obtenu est souventnon trivial. Cela l'a conduit �a choisir N de la forme
N = 2m2m� 1(2m� 1)d`;

o�u 0 < d < 1. On parle alors de mod�ele �a densit�e d.Si on �xe m et on fait tendre ` vers l'in�ni, on obtient le mod�ele �etudi�e parGromov dans [Gr1]. Si on �xe ` = 3 et on fait tendre m vers l'in�ni, on obtient unmod�ele �etudi�e par A. Zuk dans [Z2]. On s'int�eresse �a des �enonc�es du type suivant. Onse place en densit�e d, i.e. on �xe N � (2m � 1)d`. La proportion des pr�esentationsposs�edant la propri�et�e (P) tend vers 1 lorsque ` (resp. m) tend vers l'in�ni. Lors-qu'une telle assertion est vraie, on dit que la propri�et�e (P) est g�en�eriquement vraieen densit�e d.
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Th�eor�eme 7 (Gromov, [Gr1], [O1]). En densit�e d > 1=2, le groupe G = hS jRiest g�en�eriquement trivial. En densit�e d < 1=2, G est g�en�eriquement hyperbolique etin�ni.
A une pr�esentation �nie d'un groupe est associ�e un poly�edre �ni PS;R, le poly�edrede Cayley, d�e�ni comme suit. On forme un bouquet de cercles, un pour chaqueg�en�erateur s 2 S. Pour chaque relateur r 2 R, on colle une 2-cellule sur le bouquetau moyen de l'application qui param�etre par le bord d'un disque le chemin d�ecritpar le mot r. Par construction, le groupe fondamental du poly�edre de Cayley d'unepr�esentation de G est G. Par cons�equent, son revêtement universel comporte autantde sommets qu'il y a d'�el�ements de G. On peut construire directement le revêtementuniversel ~PS;R comme suit. Il y a une arête num�erot�ee s reliant deux �el�ements g etg0 de G si g0 = gs. Pour chaque relateur r et chaque �el�ement g 2 G, on colle une2-cellule le long du chemin issu de g obtenu en suivant successivement les arêtesdont les num�eros sont indiqu�es par le mot r.Lorsque les relateurs sont de longueur 3, les 2-cellules sont des triangles. Tou-tefois, PS;R n'est pas un complexe simplicial, puisqu'il n'a qu'un sommet. Son re-vêtement universel ~PS;R non plus, car il arrive que deux arêtes aient les mêmesextr�emit�es, ou que deux faces soient coll�ees sur le même chemin. N�eanmoins, onpeut d�e�nir le lien d'un sommet dans ~PS;R. C'est un graphe L(S;R) dont l'ensembledes sommets s'identi�e �a S [ S�1. Il y a une arête reliant z �a z0 chaque fois qu'ilexiste z" 2 S [ S�1 tel que z�1z0z00 ou z0�1z00z ou z00�1zz0 appartient �a R.

Th�eor�eme 8 (Zuk, [Z2]). On se place dans le mod�ele o�u les relateurs sont de lon-gueur 3. Si d < 1=3, g�en�eriquement G poss�ede un quotient libre �a deux g�en�erateurs.Si d > 1=3, g�en�eriquement le graphe L(S;R) a un bas du spectre proche de 1. Enparticulier, il satisfait
�(L(S;R);R) > 12 :

Preuve. On introduit un mod�ele de graphes al�eatoires, et on montre que g�en�e-riquement en densit�e > 1=3, L(S;R) a les mêmes propri�et�es spectrales qu'un grapheal�eatoire.
Corollaire 59 Dans le mod�ele o�u les relateurs sont de longueur 3, et en densit�e1=3 < d < 1=2, le groupe associ�e �a une pr�esentation g�en�erique est in�ni et poss�edela propri�et�e (T) de Kazhdan. En revanche, en densit�e < 1=3, il ne poss�ede pas lapropri�et�e (T).

Preuve. Comme le poly�edre de Cayley n'est pas �a proprement parler un com-plexe simplicial, le r�esultat ne d�ecoule pas litt�eralement des m�ethodes du paragraphe3.1, mais l'esprit est le même. Voir [Z2] pour les d�etails.

32



5.2 Mod�ele de groupes al�eatoires �a graphes
Dans [Gr3], Gromov introduit un proc�ed�e de construction de groupes dont legraphe de Cayley est model�e sur un graphe donn�e. Il y a un choix suppl�ementaire,celui d'un �etiquetage du groupe. Comme on peut faire ce choix au hasard, on obtientainsi un nouveau mod�ele de groupe al�eatoire. On suit l'expos�e de cette constructiondonn�e dans [O3].Il s'agit de coder des pr�esentations de groupes �a l'aide de graphes. Etant donn�eun ensemble �ni de g�en�erateurs S, on note B le graphe (bouquet de cercles) ayantun seul sommet � et autant d'arêtes qu'il y a d'�el�ements dans S. Soit 
 ! B ungraphe �etiquet�e, i.e. un graphe 
 muni d'une application simpliciale vers B. On note� = hSj
 ! Bi le quotient du groupe libre FS = �1(B; �) par le sous-groupe normalengendr�e par les images des cycles de 
 dans B.Le graphe de Cayley Cay = Cay(�; S) du groupe � est lui-même �etiquet�e. Legraphe 
 s'envoie naturellement, mais pas de fa�con tout �a fait canonique, dans Cay.Il faut choisir un point base dans chaque composante connexe de 
. Alors toutchemin issu d'un des points base dans 
 se rel�eve uniquement uniquement en unchemin issu de l'�el�ement neutre dans Cay, les cycles se rel�event en des cycles, celad�e�nit une application � : 
 ! Cay. Une application f de Cay vers un espaceY �equivariante relativement �a une action isom�etrique � de � sur Y , induit uneapplication f � � de 
 vers Y , \�equivariante" au sens suivant : �etant donn�e unchemin P de x �a x0 dans 
, le long duquel on lit un mot w(P ), et donc un �el�ementde �, f � �(x0) = �(w(P )) � f � �(x0). On esp�ere donc analyser les applications�equivariantes via leurs petites soeurs, d�e�nies sur le graphe donn�e 
, en utilisant despropri�et�es de 
.Pour que cela soit e�cace, on aimerait que � soit injective. Voici une conditionsu�sante, inspir�ee par la notion de petite simpli�cation en th�eorie combinatoire desgroupes.

D�e�nition 60 On appelle tour de taille (girth) d'un graphe la plus petite longueurd'un cycle.On appelle pi�ece dans le graphe �etiquet�e 
 ! B un mot dans l'alphabet S [ S�1r�ealis�e par au moins deux chemins distincts immerg�es dans 
.Etant donn�e � > 0, on dit que 
 ! B satisfait Gr0(�) si toute pi�ece P de 
 aune longueur jP j < �girth(
).
Th�eor�eme 9 (M. Gromov, voir [Gr3], [O2], [O3]). Soit 
 ! B un graphe �etiquet�e.On suppose que 
1. ne comporte pas de sommet valence 1 ;2. est r�eduit, i.e. l'application 
 ! B est une immersion ;3. satisfait Gr0(16).Alors le groupe � = hSj
 ! Bi est hyperbolique au sens de Gromov, et les applica-tions naturelles � : 
 ! Cay(�; S) sont injectives. De plus, girth(Cay) � girth(
).
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Comment construire des graphes qui satisfassent Gr(1=6) ? Il su�t de subdiviserles arêtes d'un graphe donn�e (remplacer chaque arête par j arêtes cons�ecutives), etde choisir au hasard l'�etiquetage du graphe obtenu. Lorsque j tend vers l'in�ni, laproportion d'�etiquetages tels que le graphe subdivis�e �etiquet�e obtenu apr�es r�eductionsatisfasse Gr0(1=6) tend vers 1 (on peut contrôler cette proportion en fonction de lavalence maximale des sommets de 
 et du rapport diam(
)=girth(
)).Ce sont ces groupes al�eatoires auxquels Gromov fait allusion dans la question2. Peut-on �etablir la propri�et�e FSI pour de tels groupes ? Le cas des actions sur lesespaces de Hilbert est r�egl�e par la th�eor�eme suivant.
Th�eor�eme 10 (M. Gromov, voir [Gr3], [Si]). Si, �a valence �x�ee, le tour de taille de
 est su�samment grand par rapport au bas de son spectre scalaire, alors, lorsque jtend vers l'in�ni, la proportion d'�etiquetages du graphe obtenu en divisant en j lesarêtes de 
 tels que le groupe associ�e poss�ede la propri�et�e (T) de Kazhdan tend vers1.

La preuve repose sur une caract�erisation de la propri�et�e (T) en termes de marchesal�eatoires sur le graphe de Cayley. On utilise le fait que la marche al�eatoire dans ungraphe 
 simule la marche al�eatoire dans le graphe de Cayley du groupe associ�e.
Le cas des actions sur les vari�et�es riemanniennes �a courbure n�egative ou nulles'en d�eduit, par un argument de passage �a la limite. Il reste �a traiter le cas desactions sur les immeubles, ce que l'auteur de ces lignes est incapable de faire pourl'instant.
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