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Introduction

En géométrie différentielle, un champ de vecteur b sur une variété M de classe C! est
une section continue du fibré tangent. Deux aspects lui sont attachés : d’une part b(z) est un
vecteur tangent & V en z, et donc peut s’écrire comme D;y(0) pour une application C(I, M)
telle que ¥(0) = = (I'intervalle ouvert I contient 0). On peut donc se demander s'il existe une
famille v, de courbes C!(I, M), paramétrées par € T (éventuellement ¥ est une sous-variété
C! de codimension 1 dans M), telles que Dyy;z = bo vz, et dont I'image Uzexvz(I;) recouvre
un ouvert de M (contenant ). D’un autre coté, étant donné une fonction u € C(M,R),
sa différentielle du = D;u est une 1 forme différentielle continue. On a donc un opérateur
(b- D) : u > (Du,b) linéaire continu de C*(M,R) dans C°(M, R), dont on peut se demander
quel est le noyau. La dérivation du produit de composition de u o v, met en évidence le lien
entre les deux aspects : u est solution de (b- D)u = 0 si et seulement si u est constante sur
chaque orbite vz(I;).

Nous donnons dans ce cours les idées permettant d’appliquer ce programme avec moins
de régularité que C?.

Les deux premiéres parties, concernant ’unicité et 'existence, sont un exercice de réécriture
de [13] dans un cadre plus géométrique. La partie trois, concenant un exemple de non unicité,
suit littéralement [11].

Il reste & rédiger une partie 4, selon les lignes de [2] et [3] sur les flots lagrangiens, ie les
familles convenables de solutions de I'’équation différentielle ordinaire. On y parlerait aussi
des solutions au sens de Filippov [14, 15, 16].

1 Unicité et renormalisation

1.1 Cadre général

 est un ouvert connexe (un domaine) de R™. La norme |z| sur R" est la norme eucli-
dienne canonique. Un champ de vecteur b est une application b = (b;)1<ign dans D'(Q). Il
engendre 'opérateur (b- D) : ¢ — >, b; Di ¢ = (D ¢, b) différentiel linéaire du premier ordre
(homogene) a coefficients variables, continu de D(2) dans D’'(Q2). Notons D- 'opérateur de
divergence b — Y_, D;b;. Alors (b D) ¢ = D-(¢pb) — ¢ D-b.

Nous supposerons, sauf mention contraire, que b et D-b sont dans Lfoc (Q), pour un q dans
[1,00]. Alors (b- D) s’étend en un opérateur linéaire continu de Wl})’f(ﬂ) dans LT (Q) par la

loc

g1,

r

premidre formule, et de LE (£2) dans Wl;cl"'(ﬂ) par la seconde, avec % + % =



Lemme 1.1. Soit b un champ dans L (Q) ainsi que D-b, et u dans L} (). Pour tout

¢ € D), ona (b D)(¢u) =¢(b-D)u+u(b- D)@ (dans D'(N)). Cette égalité est encore

vrai si ¢ est dans Wl},’c°°(ﬂ), ie localement lipschitzienne.

Preuve. Application des techniques du cours de distribution : tester ’égalité contre une fonc-
tion de D(R). O

Remarque 1.2. Soit ¥ un C! difféomorphisme de Q' dans Q. Pour u localement bornée dans
£, on note v’ = ¥*u la fonction uo ¥ localement bornée dans '. Si u est C1, alors v’ aussi et
D' = (Duo¥) D V¥. A un champ b dans £, on voudrait associer le champ ¥ dans €' tel que
(- D)u = ¥*((b- D)u) = ((b- D)u) o ¥. Pour u de classe C!, cela implique (b’ - D)u' =
(Du,byo¥ ={((Duo¥)DV,(D¥) (o)) =(Du,b) et donc b’ = (D ¥)~1(bo¥) qui est
bien localement borné dans 2’. Mais on ne peut pas calculer sa divergence sans hypothéses
supplémentaires de régularité !

1.2 Unicité des solutions positives
Nous suivons ici la présentation géométrique adoptée par Colombini et Lerner [6]

Définition 1.3. Soit b un champ de vecteur L (Q). Soit £ une hypersurface C! dans Q.

loc
On dit que b et ¥ sont transverses au voisinage de zo € X si il existe un voisinage V de zg et

f € CHV) avec
L. o={z€eV|f(z)=0}=VnEZ; :
2. il existe co > 0 tel que (b- D) f > ¢ pour presque partout dans V.

Dans ce cas, on note Vi = {z € V | f(z) > 0}. Remarquer que I'on peut choisir V convexe
relativement compact dans Q et f dans C}(V). Remarquer aussi que |D f|™! < c5[|b]loo et
1]7! < cg}||D flloo Presque partout dans V.

Théoréme 1.4. Soit b un champ de vecteur L, (). Soit £ une hypersurface C! dans Q,
transverse d b au voisinage de zo. On suppose D-b dans L} (). Soit c dans L} () et u dans
L (2) positive telle que (b D)u = cu. Si u est nulle sur V_, et si (c+ D-b)+ est localement

bornée, alors u est nulle dans un voisinage de zg.

Démonstration. Soit ¢ € CL(Q). Alors 0 = [,¢((b-D)u —cu) = fqu(—(b-D)¢ — (c+
D-b)¢). Avec V et f donnés par la définition de la transversalité en g, on a méme 0 >
Jy,w(=(b-D)¢ — (c + D-b)+¢) dés que ¢ est CJ(V) et positive. Notons L I'opérateur
—(b- D) —(c+ D-b)4+. On va construire une fonction ¢ vérifiant

1. ¢ est C1(V) et positive, et ¢(zo) > 0;

2. il existe ¢; > 0 tel que L¢ > c1¢ presque partout dans V ;

On arrive alors 4 0 > fv+ ug, et donc u = 0 dans un voisinage de zy. Procédons a la construc-
tion requise, qui exploite les bornes supposées, en quatre étapes.

1. — Soit ¥ une fonction C}(V) telle que zg € U = {z €V |¢(z) >0} et Uy =
U NV, soit relativement compact dans V. On définit ¢; = Cotp — f. Alors ¢; € CY(V)
et —(b-D)¢1=(b-D)f—Co(b- D)9. Donc — (b- D) ¢ > 0 dans V, si Cp est si petit que
¢o 2 Collblloo|| P ¥||oo- On vérifie que ¢1(z) < 0 dans V4 \ Uy.

2. — Soit x une fonction C!(R) positive croissante telle que x(s) > 0 <= s > 0.
Posons ¢2 = x o ¢1. C'est une fonction C!(V), positive, et nulle dans V, \ U;. De plus
~(b-D)¢2=x'(¢1)(— (b- D) ¢1) > 0 dans V. Et ¢3(z0) > 0.

2



8. — Introduisons ¢3 = ¢ exp(—Ci f). Elle est C1(V), positive, et nulle dans V. \U. De
plus Loz = (— (b- D) ¢2) exp(—C1f) + ¢2Lexp(—C1f) 2 (Crco—(c+ D-b)+)¢3 dans V. Donc
il existe c1 > 0 tel que Lé3 > c1¢3 dans V dés que C est si grand que Cico > (c+ D-b) 4. Et
¢3(.’1:0) > 0.

4. — Soit 6 une fonction C}(V), de troncature (ie & valeur dans [0,1]), égale & 1 au
voisinage du compact Uy, ol donc (b- D)6 = 0. Posons ¢ = 0¢3. Alors ¢ est bien C1(V) et
positive. On calcule L¢ = 6L¢3 — ¢3(b- D) 8. Or ¢3(b- D)8 =0 sur V.., donc L¢ = L¢3 >
c1¢ dans V.. Et ¢(zo) > 0. O

Remargque 1.5. Toute la preuve est encore valide quand on remplace I’hypothese de régularité
C! sur (T et) f par 'hypothése plus faible f est C° et D f est L®(V'), ce qui équivaut & f
Lipschitz si on choisit V' convexe par exemple.

On essaiera plus tard de relaxer ’hypotheése (¢ + D-b)+ bornée. Cette condition se lit
directement sur la forme conservative de ’équation : D- ub = (c+D- b)u. Il est aussi intéressant
dans certaines applications de relaxer la condition b borné. C’est possible si z = (¢,y) € 2 =
IxR™ et b= (1,a(t,y)), et donc (b D)u = Dyu+ (Dyu,a), quand ¥ = {t =0} x R™.

En vue de la comparaison avec ’estimation a priori que I'on démontrera pour prouver
’existence de solution, il faut noter que ici, on suppose u dans LY, et (c+ D-b)4 borné, alors

loc

que le cadre naturel serait plutét u dans LS, et ¢, borné, ou bien u dans Ll _ et (c+ D-b);.
loc + loc +

Ce cadre convient quand b posséde une certaine régularité, liée & la renormalisation.

1.3 La formule de Leibniz et la renormalisation

L’unicité des fonctions u solutions de (b- D)u = 0 découle directement de I'unicité des
solutions positives dés que 'on peut montrer que (b- D) u = 0 implique (b - D)(u?) = 0, o plus
généralement (b- D)(Bou) = 0 pour une fonction 8 € C(R, R) avec 3(s) > 0si s # 0. Derriére
cette réduction se cache en réalité la formule de Leibniz (b D)(uv) = u(b- D)v+v(b- D)u
ou la formule de dérivation (b- D)(Bowu) = (8’ ou) (b- D)u. Il est aussi important de savoir
siv(b- D)u= (vb-D)u.

Il ne suffit pas que chacun des termes de ces formules aient un sens dans D’ pour que
ces égalités soient vraies. Nous construirons un exemple de champ b borné & divergence nulle
et de fonction u bornée non nulle telle que (b- D)u = 0 mais (b- D)(u?) # 0. Voyons des
conditions supplémentaires sur b.

Définition 1.6. On note B*(y,r) ={z €R™ | |z —y| <r}.

Soit p dans D(B™(0, 1)), paire et positive, d’intégrale 1. Soit 2 un ouvert de R"

Soit ¥ € N. On note p,(z) = v"p(vz). On fixe une suite croissante K, de compacts dont
la réunion vaut § et une suite croissante x, de fonctions dans D(?) de troncature valant 1
au voisinage de K.

On définit 'opérateur linéaire R, continu de D’($2) dans D() par R, u = [(uxy) * pulxv-

On note [A, B] le commutateur AB — BA de deux opérateurs.

Notons 7, I'opérateur de translation T,u(z) = u(z — 2).

loc

Lemme 1.7. Soit 1 < p,q < oo tels que % + % 1. Soit b e LI (Q) tel que D-b € L] (Q)



Alors pour tout u € L} (), on peut ecrire [(b- D), R,Ju = T,u + Nyu avec
T u /(Tzu —u){D p,(2),b — 7;b) dz.
Nyu = /('rzu — u)py(2)1,(D-b) dz,

dans {z € Q@ B™z,v~}) Cc K,}

Preuve. Par définition, R, (b- D)u = R, D-(ub) — R,(uD-b). Comme R,u est régulier,
(b-D)R,u = (DR,u,b). Si B*(z,v"!)C K,,on a

(DR, H)(@) = [ u()(Dpula - v), b(z) dy,
R, D)u(z) = [ u(w)(Dpue ~y),b@) dy - [s)@-b@nta -,
[(b- D),R,Ju(z) = / (Dpy(z — y), b(z) — b(y))uly) dy + / pv(z — y)(D-b)(y)u(y) dy

Les fonctions constantes v vérifient évidemment [(b- D), R, jJv = 0. On peut donc soustraire a
la fonction u la fonction constante u(z). a

Remarque 1.8. On peut facilement étendre ce lemme quand, dans R,, la convolution par p,
est modulée en z : on remplace p, * u(z) par Tyu(z) = [ u(y)p(z,z — y) dy ol p,(z,2) =
V" p(x,vz). Maintenant p(z, z) doit étre dans D(Q x B™(0,1), positive et pour tout z vérifier
[ p(z,z) dz = 1. Alors apparait dans le commutateur un troisiéme terme, N)u avec

pour tout z tel que B*(z,v~!) C K,,. Dans T, il faut remplacer D p, par Dsp,.

Lemme 1.9. Soit 1 < p,q,r < 00 tels que %+% < -rl- etr < 0o. Soit b € Wlf,’cq(ﬂ) et
uwe L? (Q). Alors [Ry,, (b D)]u — 0 dans L} ().

loc

Démonstration. C’est un raisonnement par densité en trois étapes.

Localisation. — Soit K un compact dans Q. Il existe alors une fonction x dans D(2),
de troncature, telle que, avec v’ = xu et ¥’ = b et pour v assez grand, [R,,(b- D)ju =
[Ry, (V- D)|u' sur K.

Borne. — On sait que |2/ ||, = [|v/||, et que |70 — b'|lq < |z]||Db'||q. Donc on obtient
facilement par I'inégalité de Young ||[R,, (V' - D)]u|lr < C||v/||p||D ¥'|lq-

Convergence. — Si p < 00, on sait méme que ||,u’ — v||, — 0 quand |z| — 0, par densité
des fonctions C? dans LP. On en déduit alors que ||[R,, (b’ - D)]u|l; — 0 quand v — oo. Si
p = 00, on peut choisir 1 < p/, ¢’ < 0o avec ’—};+El; = 1. Grace 4 la borne on remplace b’ par un

b’ dans W4 N W14 avec b’ —b” arbitrairement petit dans W14, On applique la convergence
précédente & v’ dans LP et b’ dans W7 O

Remarque 1.10. On ne sait pas démontrer un tel résultat en supposant seulement b et D-b
dans LY () et Db dans L (), sauf évidemment si p = oo.

loc loc
p

Les propriétés de R, dans les espaces Lj

() donnent immédiatement
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Corollaire 1.11. Soit 1 < p,q,7 < oo tels que ; +% < % etr < oo, Soit b € Wli’cq(ﬂ) et
ue Lf () tel que (b- D)u € Lloc(ﬂ). Alors il eziste une suite u, dans D(2) telle que
- uy — u dans L () si p < oo, ou bien, si p = 00, la suite u, est bornée dans L5 ()
et converge vers u presque partout;

~ (b-D)u, — (b- D)u dans LT, ().

Noter que dés que b et D-b sont L] (), et u est L] (), avec ; 1.1 >ty 1 les affirmations
(b-D)u € L} () et D-(ub) € L7, () sont équivallentes. Voici quelques consequences

Corollaire 1.12. Soit b€ W () et u € LE,(Q) tel que (b- D)u € L1 (Q).
1. Sive L () tel que (b D)v € L} (), alors (b- D)(uv) =u(b-D)v+v(b:-D)u
2. Sive LL(N) tel que D-(vb) € L} (R2), alors (vb- D)u=wv (b D)u
3. Si f € CY(R,R), alors (b-D)(fou) = (f ou)(b: D)u.

4. idem pour f € W,oc (R,R) telle que tout z € R soit un point de Lebesgue pour la
fonction f' € L, (R).

Preuve. L’égalité (b- D)(u,v) = u, (b- D)v+ v (b- D)u, a été vue au tout début du cours.
Puisque u, — u presque partout, avec des bornes uniformes en v, par convergence dominée
uy (b- D)v — u(b- D)v dans L] () et par dualité (b- D)(u,v) — (b- D)(uv) dans D'(Q).
La convergence v (b- D) u, — v (b- D)u dans L} () vient du corollaire.

On vient de voir que v (b- D)u = (b- D)(uv) — u(b- D)v. Et par définition (vb- D)u =
D-(uvb) — uD-(vb). En soustrayant la premitre égalité a la seconde, on obtient u(v D-b—
D-(vb) + (b- D)v) =0.

Puisque (b- D)(fou,) = (D (fouw),b) = (f ow,)(Duy,b) = (f ouy)(b- D)uy, il suffit
de passer & la limite dans chaque terme. Bien sir f owu, et f'owu, convergent vers fou et
f' ou presque partout et avec des bornes uniformes en v. Donc (b- D)(fou,) — (b- D)(fou)
dans D’'(Q). Et le corollaire précedent assure que (f ou,)(b- D)u, — (f ou) (b- D)u dans

Lhe ().

l On applique ce qui précéde & f, = f * p, (avec ici le noyau p dans C}((—1,1))). Alors
f, — f uniformément sur tout compact de R, et f, — f’ en tout point de Lebesgue de f’,
donc partout. Donc f,ou — fou et f, ou — f' ou presque partout dans (2, avec en prime
des bornes uniformes dans L{S (). On peut donc passer & la limite v — oo dans tout les
termes. O

Remarque 1.13. Exemples important de fonctions f non C! auxquelles le dernier point du
corollaire s’applique : les fonctions continues affines par morceaux, comme f(z) = |z| ou les
fonctions de saturation f(z) = max(—M_,min(z, M, ).

(Suite de la remarque 1.10) Si b et D-b sont L{® (£2) en plus de b dans Wlicl (Q),etsiwe

L () vérifie (b- D) w € Li (), on ne sait pas montrer que (b - D)(Bow) = (8'ow) (b- D)w.
De méme, si w; et (b D)w; sont dans LZ (Q) pour ¢ = 1,2, on ne sait pas montrer que
(b- D)(wiwe) = w1 (b D) wa + wa (b- D) ws.

Dans le cadre équation d’évolution (b- D) = D;+a(t,z) - Dy, Di Perna et Lions [13] ont
intensivement utilisé la propriété 3 dite de renormalisation, pour donner un sens a 1'équation
de transport méme quand les exposants d’intégrabilité de u et b ne permettent pas de donner
un sens dans Llloc aux produits ub et u D-b. Leur concept de solution renormalisée est plus

général que celui de solution faible (au sens des distributions) puisqu’il élargit la notion



de solution, mais aussi plus exigeant puisque ces solutions possédent automatiquement la
propriété de renormalisation. En particulier elles sont uniques.

Si le régulariseur est radial : p(z) ne dépend que de |z|, alors D p(z) est proportionnel a
z. 1l suffit donc de controler la déformation Eb = (D;b; + D;b;); ; du champ b dans L]
lieu de controler toutes ses dérivées Db = (D; b;); ;.

Colombini et Lerner [6] ont étendu I'argument de [13] au cas ou les dérivées de a sont des
mesures (i.e a € BVy) et u est continue.

Puis ils ont montré [7] que pour u seulement bornée, on a encore la renormalisation (et
donc aussi l'unicité) si a est conormal BV hors d’un fermé E de mesure de Hausdorff de
codimension 1 nulle (nous verrons ce dernier point dans la section suivante).

Enfin Ambrosio {2] a montré qu’il suffit que a soit BVje, ce qui signifie que D a est une
mesure de Radon, méme pour u seulement L*®

Ambrosio a recemment étendu encore plus I'argument a des champs SBD, c’est-a-dire
des champs dont on suppose seulement que la déformation est une mesure, qui se décompose
en une partie réguliere par rapport & la mesure de Lebesgue et une partie singuliére, mais
concentrée sur un ensemble rectifiable de codimension 1.

Dans ces travaux, on suppose toujours D-b dans LIOC(Q), ne serait ce que pour donner un
sens & (b- D)u.

loc

1.4 Singularités réguliéres

Un argument classique de capacité permet d’éliminer un ensemble suffisamment restreint
de singularités pour 1’équation.

Lemme 1.14. Soit S un fermé tel que H* (2N S) = 0. Alors pour tout compact K C Q il
eziste une suite de fonctions x, dans C}(Q), de troncature, telles que

- xy = 0 sur un voisinage de SN K.

- xy — 1 presque partout dans K ;

- Dx, — 0 dans L(K) ;

Preuve. H"‘I(Q N S) = 0 donc pour tout v € N, il existe une suite B; = B™(z;,r;) avec
sup;rj S v, QNS ClU;Bjet Y, r"'l < v~L. Notons Bj = B™(z;,2r;). Comme K NS est
compact, 1l exlste une sous-sulte ﬁnle, notée B;, telle que K NS cly,B;.

Soit 6 € Ca(B™(0,2)) une fonction de troncature égale & 1 sur un voisinage de B"™(0, 1).
Posons 6;(z) = 8(r;}(z — z;)) et ¢, = [];(1 — 6;). Alors ¢, € C1(R™).

De plus ¢, = 0 dans |J; B; qui est un voisinage de K N S, et ¢, = 1 dans R™ \ |, B;.
Notons que la mesure de | J; B; est majorée par C YT < Cv~2 qui est sommable en v. Donc
¢y, qui dépend de v par 'intermédiaire des B;, tend vers 1 presque partout quand v — oc.

D’autre part D ¢, = 3 ;([1;s y14;0i) D 6; et donc |[Dpy| < C 35 ri_llé,-\B,-- La mesure de

B; \ B; est proportionnelle a 7, donc ||D ¢, |l1 < Cv~L.

Le seul défaut de ¢, est son support, non compact dans €. Soit xx une fonction C1(f2),
de troncature, égale a 1 au voisinage de K. Alors x, = Xk, convient. O

Théoréme 1.15. Soit b € LL () avec D-b € L} (). Soit u € LL(N) et f € L} (Q). O
suppose qu’il existe un fermé S tel que (b- D)u = f dans D'(Q2\ S). S H"‘I(QOS) =0 alors
(b- DYu = f dans D'(Q).



Démonstration. 1l s’agit de tester I’égalité (b- D) u = f contre une fonction ¢ quelconque dans
D(R). Notons K son support. Avec le lemme précédent, notons u, = ux,. Alors (b D)u, =
xv (b D)u+u(b- D) x,. Le premier terme est égal & x, f dans K puisque X, = 0 au voisinage
de KN S. Le deuxitme terme s’écrit (Dx,, ub). Donc (b- D) u, converge vers f dans K. Par
ailleurs, par dualité, (b- D)u, converge vers (b- D)u dans W~b1(K). O

1.5 Tout ensemble

Théoréme 1.16. Soit b dans L°.(Q) avec Db dans L} (). Soit ¢ dans L}, () et u dans

loc loc loc

% (2) solution de (b- D) u = cu dans Q\ S pour un certain fermé S tel que HH{QNS) = 0.

Soit T une hypersurface C! dans Q, transverse a b au voisinage de zo € X. Soit p dans L32.(§2)

ainsi que p~!, telle que (pc + D-(pb))+ soit dans L. (). Supposons que u = 0 dans V_.
Alors u = 0 dans un voisinage de zp.

1

Démonstration. cu dans Lj

(2) permet de retirer la singularité réguliere : (b- D)u = cu

dans . L’hypothése sur D B autorise 4 renormaliser, par exemple avec f(s) = |s|. Donc
(b- D)|u| = c|u| dans 2. On applique & |u| le résultat sur les fonctions positives, pour le
champ b’ = pb. En effet (b' - D)|u| = pc|u|. Et (b’ - D) f = p(b- D) f > collo~||- O

2 Existence de solutions

Soit b un champ dans L{% (£2). q

On sait que la suite b, = R, b de champs dans D(2) est bornée dans L3 (§2) et converge
presque partout vers b.

Soit ¥ une hypersurface C! dans 2, transverse & b au voisinage de zy.

Il existe co > O tel que (b- D) f > co dans un voisinage V' de zy. Donc, quitte & réduire
un peu V' et cy, il existe co > 0 tel que, pour v assez grand, (b, - D) f > ¢o dans V',

Le flot de b, est une application ¥, de classe C! de R x 2 dans 2 telle que D; ¥, (t,z) =
b (¥, (t,z)) et ¥,(0,z) = z. Les ¥t : © — ¥,(t,z), pour ¢t variant dans R, forment un
groupe & 1 parameétre de C! difféomorphisme de 2. Il existe un voisinage W de zo et T' > 0
tel que U, ((—T",T') x W) C V' pour tout v. Notons Wy = W N £. Alors ¥, est un C!
difféomorphisme de (—T',T") x Wy dans son image W, = ¥, ((-T",T') x Wp) C V’, pour v
assez grand.

Montrons l'injectivité. Pour tout s € W, la fonction ¢ — f o ¥,(t,s) est nulle en ¢t = 0
si s € Wp, et en tout cas strictement croissante sur (—T",T") si v est assez grand, puisque
sa dérivée est ((b, - D) f) o ¥, (t,s) > co. Par la propriété de groupe, si 0 < t1 < t2 < T" et
U, (t1,81) = Uu(te, s2) alors s; = ¥, (t2 — t1,82), donc to = ¢; et s1 = s2 si on suppose s1 et
so dans Wy.

Soit Wy = {z e W | f(z) > 0}. Soit 3 dans C} (W) telle que ¢(zo) > O et U, soit compact
dans W, avec Uy = {z € W, | () > 0}. On définit ¢, = Cotp — f. Alors ¢1 € CH(W) et
(by - D)¢1 = Co (b, - D) — (b, - D) f. Donc (b, - D) ¢1 < 0 dans W si Cp est si petit que
Collbulloo | D ¥lleo < co pour tout v. Notons Vi = {z € Wy | ¢1(z) >0} C Uy, Fy = V, et
Fy=F,.NZE=U;NX qui est compact relativement a Wp.

Montrons qu’il existe T tel que 0 < T < T et F, C ¥,([0,T] x Fp) pour v assez grand.
Soit z € V. La fonction f o ¥, (t,x) a une dérivée minorée par co dans (—T",T") et vaut
0 < f(z) < Cot(z) en t = 0. Donc pour Cp si petit que Col[Yh|lo = coT < coT”, la borne
inférieure t; de l’ensemble des t' € (—T",0] tels que f o ¥,(t,z) > 0si t € [t/,0] vérifie



to € (—T,0). Mais la fonction ¢; o ¥, (¢, z) est décroissante et vaut ¢1(z) > 0 en t = 0. Donc
s=V,(ty,z) € Fy et z = ¥, (—tp,s) avec —tg € (0,T).
Soit g dans LY () et ¢ dans L{ (). On les régularise : g, = R, g et ¢, = R, c.

Soit ug dans Lf (X). On la régularise pour disposer de ug, dans D(X).

On peut maintenant résoudre par la méthode des caractéristiques le probléme
(by - DYuy, = cyuy + g, dans W, (1
Uy = U(),y daIIS WO-

En effet on cherche v, de classe C! dans (—71",T') x Wy telle que v, = u, o ¥,. Puisque
Divy, = (Duy, oV,)D, ¥, = (Duy,b,) oW, = (cyuy + gv) © ¥, = dyvy + hy, on résoud
explicitement cette équation différentielle ordinaire en ¢, paramétrée par s € Wy, avec la
donnée initiale v, (0, s) = ug(s). On obtient ainsi v, de classe C* sur (—7",T") x Wy, puis
on pose u,(z) = v,(t,s) siz € W, et z = ¥(s,t).

On cherche maintenant une estimation a priori sur les solutions du systéme (1). On omet
provisoirement l’indice v, & charge de vérifier que les bornes utilisées sont uniformes en v.

On vérifie aisément que [[u | Fi|loo < [|vlloo < (|0 | FollootT|lg | Fitlloo) exp(Tlle+ | Filleo)
On a utilisé que les régularisations n’augmentent pas la norme du sup.

Si 1 < p < oo, faisons I’hypothése que (¢ + p~! D-b), est L () (uniformément en v).

On vérifie en multipliant par sgn(u) que

(b- D)fu| = pelul + sgn(u)g dans F,
|u| = |uol dans Fp.

Soit x une fonction positive croissante dans C*(R) telle que x(s) > O si et seulement si
s > 0. Posons ¢ = x o ¢1. C’est une fonction C1(W), positive, et nulle dans W, \ V. On
peut donc la prolonger & W, = ¥,((0,T') x Wy) par 0 dans W, \ V4. De plus (b- D) ¢2 =
(X' o¢1)(b- D) 1. Donc (b- D) ¢ < 0 dans W, 1. Et ¢a(z0) > 0.

Introduisons ¢ = ¢ exp(—Ci f). Elle est C*(W,, ), positive, et nulle dans W, 4 \ V.. De
plus (b- D) ¢ = ((b- D) ¢2) exp(—C1f) — C1¢(b- D) f. Donc (b- D) ¢ < —Cico¢ dans W, ;.
Et ¢(z0) > 0.

Alors u, = @|u| est solution du systéme suivant, ou g. = ¢|g|,

(b D)us < (¢ — Crco)us + g« dans Wy, 4
Ue = ¢|u0| dans Wj.

On vérifie en multipliant par pu2~! que dans W,
D-(ugb) < plc — Cico +p~* D-bju + puf g,
<ple—Cico+p ' Dbl +(p Dl + g2 < b+ ¢

pourvu que (c—p~! D-b)+ +1 < Cicy, ie en choisissant C; assez grand par rapport & la borne
sur (c — p~! D-b)4, qui est uniforme en v.

En intégrant sur W, 4, et en tenant compte de I’annulation de ¢ hors de V., on obtient
I'estimation a priori

/F @y < /F @l + /F (@luoD?(D £, 81D 1



Ici, ni Fy ni Fp ni ¢ ne dépendent de v, et ¢ est strictement positive sur lintérieur V de F.
et sur l'intérieur de Fy relativement & ¥ auxquels zo appartient.

Restaurons les v. On a obtenu une suite u, bornée dans L? sur F;. On peut donc extraire
une sous-suite, encore notée u, qui converge vers un élément u € LP(F.), faiblement si
1 < p < x et *-faiblement si p = o0. Si p = 1, la borne ne suffit pas. Mais si en plus de
(c + D-b)+ borné, on suppose de plus que (c — py! D-b); est borné pour un certain py > 1,
alors on peut montrer que la suite u, est de plus équiintégrable, puisque par approximation
de L! par L' N L0, u, est la somme d’une suite petite (uniformément) dans L' et d’une suite
bornée dans LP°. Alors, par le théoréme de Dunford-Pettis, on peut encore en extraire une
sous-suite qui converge dans L!-faible.

La convergence faible des u, et la convergence forte des b,, c,, g,, permet de passer a la
limite dans ’équation. Nous avons donc démontré le théoréme |,

Théoréme 2.1. Soit 1 < p,q < oo tels que %+ -‘}- = 1. Soit b un champ dans L. () avec

D-b dans L] (). Soit T une hypersurface C1 dans Q, transverse a b au voisinage de zo. Soit

g dans LY, () et ¢ dans LI (R). On suppose que (c —p~! D-b)4 est dans L2(Q) [sip=1,
on suppose de plus que (c—pa1 D-b), est dans L$2,(Q) pour un po > 1]. Soit ug dans LT (T).
Alors il eziste un fermé F et une fonction u dans LP(Fy) tels que :
- xzg € Vo, ot V est l'intérieur relativement ¢ X de Fo = FL NX;
- Vintérieur V. de F est non vide et du coté f >0 de & ;

- u est solution dans V, UVp de (b D)u = cu+ g et upy, = uo.

3 Un contre exemple

Voici, tiré de [11], un exemple qui montre que les conditions suffisantes pour I'unicité, la
renormalisatione et la formule de Leibniz, que nous avons détaillées dans la section 1, sont
d’un certain point de vue, prés d’étre optimales.

On considére un champ de vecteurs a : R x R% — R% borné & divergence nulle. On se pose
la question de P’unicité des solutions u : R x R — R bornées de I’équation de transport

Diu+ Dg(au) =0 (T)

avec la condition de Cauchy u(t,z) = 0 pour t = 0.
On propose ici un exemple de champ de vecteurs a conormal BV hors de {0} x R? et une
solution u bornée non nulle de (T), nulle sur {t < 0}.

3.1 Le champ a

L’esprit de la construction est proche d’un exemple dii & Aizenman [1], mais plus explicite.
Signalons au passage que Colombini, Luo et Rauch ont revisité en détail '’exemple d’Aizenman
dans [8]. Nous donnons d’abord le principe général de la construction et les estimations qui
en découlent. Puis nous donnons les détails précis, et en méme temps nous calculons le flot.

On pose a(t,z) := 0 pour t < 0 ou t > 1, et a(t, z) := b(2/z) pour t € I; := 279(1,1) avec
j € N. Le champ b : R¢ — R? est choisi & divergence nulle, Z%-périodique : b(z + k) = b(z)
pour tout z € RY et k € Z¢, et dans BVj,c(R?). On note @ := (—3, 1)¢ le cube unité centré
en 0 et |m|); ) la variation totale d’une mesure de Radon m sur Q := —%, %]d. Alors on



obtient

llallzee = [l Lo
Voot € L, la@)llz1@) = 27 lbllsiqy  Nbllzr@y;

Voot € I3, 2J“D b”M(Q) | Dz a(t)”M(Q) 2j”Da: b“M(@ﬁ

2|1bll L ().

Les deux derniéres lignes assurent que X est & coefficient dans BVjo.(R* X R9) et que, quand
t =277 tend vers 0, ||c’)”a||M([t 1)xQ) st majoré par —Blna(t) et minorée par —B’Ina(t).

A partir de maintenant, on fixe d = 2. Notons A := Z(1,1) +Z(—3, }) le réseau engendré
par les coins de @, et

b(z) := Z c(z - k),

keA
c:= ViV,

V(s =2[min(},max(|z], l22])]

Le champ ¢ : R2 — R? est L°° N BV. En effet c(z) = (—4x2,0) sur |z1] < |z2] < et
c(z) = (0,4x1) sur |za| < |z1] < § et son support est Q. Sa divergence est nulle puisque
c’est 'orthogonal d’un gradient. On retrouve cela en remarquant qu'il est affine par morceaux
sur des triangles avec continuité de la composante normale sur les bords. Sans perdre en
généralité, on définit ponctuellement ¢ = 0 sur le bord {max(|z1|, |z2|) = %} du support.

En coordonnées polaires carrées (r,0), ou r = 2max(|z1], |z2|) et 6 représente I’abscisse
curviligne du pomt 2z le long du carré 0Q = {r = 1} (dans R /4Z et compté a partir du pomt
(3,0)), le flot au temps t s'écrit (r,0) — (r,6 + 2t) sir < $et(r,d)— (r6)sir >3 En
effet, le champ est autonome, 1-homogéne dans 2Q et quand on se rapproche par !’ 1nter1eur
du bord de 2Q, qui est de longueur 2, la vitesse |c| tend vers 1.

Le flot au temps 3 1 de ce champ autonome vaut

- la rotation d’angle m/2 sur le carré 2Q,

— l’identité hors de 2Q

Revenons & b, en remarquant que les carrés k + 2Q, k décrivant A, sont disjoints et se
touchent par leurs coins, comme les cases noires d’un damier. On peut donc définir son flot,
a partir de celui de c.

Alors le flot au temps 3 L de b(z) vaut

— la rotation de centre k et d’angle /2 sur le carré k + 2Q, k décrivant A ;

~ I'identité hors de Jygep(k + Q).

On peut maintenant vérifier qu’en dehors de T := {t = 0}, a est C! par morceaux, les
morceaux étant des polyedres cylindriques & base triangulaire. Donc a y est conormal BV au
sens de [7]. Mais T est de mesure H¢ non nulle, mais cependant localement finie.

On définit le flot de a pour les temps positifs en raccordant les flots des champs z +—
a(t,x) = b(2'z) sur t € I; et le flot trivial (du champs nul) sur ¢t > 1. Comme a n’est pas
autonome, on obtient ainsi une fonction ¥ : R x D — D avec D := {t > 0} x R2.
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Pour tout (¢,z) € D, l'application s + (7(s),£(s)) := ¥(s, (t,z)) (définie pour s > —t)
vérifie 7(s) =t + s et £(s) =z + [ a(7(s'),£(s')) ds'. D’une part ||€||Lip < |lallz~ et on peut
donc la prolonger & s = —t. D’autre part si ¢ est C}(R x R?) alors s = ¢(¥(s, (t,x))) est
Lipschitz et pour presque tout s > —t sa dérivée vaut (D¢ ¢ +a - Dy ¢)(¥(s, (¢, T))).

Pour tout s > —t, ¥(s,.) induit une bijection de {t} x R? dans {t+ s} x R? qui préserve la
mesure de Lebesgue sur R? : pour ¢ dans L!({t+ s} x R?), on a 'égalité [p. ¢(¥(s, (t,y))dy =
Jrz2 #(t + 8,7) de.

La fonction u

On définit des fonctions Z?-périodiques u; € L®(R?%) par ug(z) := sign(z1z2) sur Q et
uj(z) == (—1)Tug(27z). On définit u € L®(R x R?) par u(t, ) = uo(y) si (¢, z) = ¥(s, (1,y))
pour ¢ > 0 et par u(t,z) = 0 pour t < 0. ‘

Puisque le flot au temps % de b transporte u; sur ug, la construction assure que u(277,z) =
u;(z). L’application ¢ — u(t,.) est continue sur R & valeur dans L* faible-*. En effet sur ¢ > 0
cela découle de la définition de u & ’aide de ug par ¥ et de la conservation de la mesure :
I’application qui & ¢ associe

/ ‘U(t,.’l,‘)(b(t, .'L‘) dz = / 'U'O(y)¢(‘I’(t -1, (1’ y))) dy
R2 R2

est continue par convergence dominée si ¢ € C.(R?) est indépendante de t, et méme, par
densité, si ¢ € L}(R?). Par un raisonnement semblable, les u; tendent vers 0 dans L™ faible-x
assurant la continuité en t = 0.

Justifions que u est solution faible de (T) sur R x R? en testant contre une fonction ¢ € C? :
on veut calculer

/IR/Rz —(Di¢+ Dz ¢ - a)udz dt.

L’intégrale sur ¢t < 0 est nulle et compte tenu des bornes sur u, a, les dérivées et le support de
¢, il suffit de calculer la limite, quand 7 — 0 de l'intégrale (en t) sur {¢t > 7}. Pour exploiter
la définition de u et les propriétés de ¥ notons (¢,£(t,y)) = ¥(t — 1,(1,y)). Alors P'intégrale
a calculer vaut

/t>T /Rz —(Di¢ +a- D ¢)(t,E(t,y))uo(y) dy dt = /Rz (— /m Dy(¢(t,£(t,y))) dt)uo(y) dy
= [ sretr )o@y = [ otrau(r,z)dz
R? R?

Cela tend vers 0 puisque u tend vers 0 dans L* faible-* et ¢ est continue en temps & valeurs
dans L!(R?).

Conclusion

On a obtenu ici un exemple explicite qui contredit une conjecture trop naive selon laquelle
une borne essentielle sur les coefficients du champ et sur sa divergence impliqueraient 'unicité
des solutions bornées de ’équation de transport. Mais ’exemple ne contredit cependant pas
la conjecture plus raisonnable ou ’on suppose en plus le champ BV. Notons, par rapport
au théoréme d’unicité de Colombini et Lerner [7] que notre champ est bien conormal BV en

1



dehors de t = 0 qui est de mesure de Hausdorff (de codimension 1) localement finie, mais pas
nulle.
Remarquer que u? vaut 0 sur t < 0 et 1 sur ¢ > 0, donc (D; +a - Dg)(u?) = 8(t).
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